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Préface 


Ces fiches sont conçues dans l'intention de faciliter aux futurs bacheliers 
leur révision et de bien les préparer à l'examen qu'ils auront à passer. 

Elles sont conformes aux programmes en vigueur en 4ème année et res- 
pectent leurs contenus et leur progression. Elles ont un double avantage pour l'élève 
puisque d'une part, elles lui donnent un résumé clair des cours et des repères utiles 
insistant sur les aspects essentiels à retenir. D'autre part, elles l'aident à acquérir 
une méthodologie de travail lui permettant d'appréhender les difficultés et de les 
résoudre par l'analyse et la réflexion. 

Ces fiches réservent une grande partie à la pratique en proposant des 
exercices variés portant sur les différentes difficultés et aidant l'élève à assimiler les 
contenus par la mise en œuvre de ses acquis. 

Des corrigés et des réponses détaillés sont donnés à l'élève en guise de 
pistes de travail pouvant le guider dans la réalisation des exercices et lui permettant 
de pratiquer son autoévaluation. Cette activité lui permettra de prendre conscience 
de ses lacunes et de ses difficultés qu'il essaiera de dépasser par la consolidation de 
ses connaissances. 

Nous espérons que ce travail aura l'efficacité requise et aidera les élèves à 


réaliser une révision méthodique et réfléchie qui les mènera à la réussite. 


Les auteurs 
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Reconnaitre la limite d'une 
Fonction à partir du graphique 


ENONCES 


On a représenté ci contre la courbe (C) d'une fonction f définie sur IR, ainsi que son asymptote au voisinage 





de - œ et ses tangentes aux points d'abscisse respective 0, 1 et 2. 
En utilisant le graphique, déterminer les limites suivantes : 


lim f ; im 9. lim f ; 
=C х» ~ X X 

(а). бож. бб) 
N E Ыы Ое Е, 
x+l y — | x->Ô ж x2 x— 2 


SAVOIR 
"Eege 
F lim f(x) = = = et lim im = 0 €» C admet une branche parabolique de direction (Ox). 


ar lim Қа) = + о, lim D = aa: 0 et lim f(x) — ax = b < la droite d'équation y = a x + b est 
asymptote oblique à C en + оо, 


= Dire que la fonction f est dérivable en a et que le nombre dérivé de f en a est le réel L, revient à dire 


que le taux de variation defena, na admet pour limite finie L quand h tend vers 0 . 


Le nombre dérivé est noté f'(a) ,etona: Ғ(а) = тан = lim QN) 
х-эа x-a 
= адак еа КЫ а OP X tangente T de coefficient directeur f ' 
(a). 
^ Une équation de la tangente en ce point est: y = f' (a) (х-а) + f(a) 


Si lim (ath) ita) - = + ee (ou — æ) , f n'est pas dérivables еп a , mais Cf admet une tangente 


h-50 
verticale en a 


SOLUTIONS 


ID Gi C2 but s 


!x-] x0 x 32 x= 2 


f(x) f(x)+1 


f 
lim f = - œ lim 2 =1 lim f= +œ lim—— = +00 lim 





ЖА 


Calculer la limite 
d'une £onction composée 





ENONCES 


La fonction f a pour tableau de variation - 
x -1 0 +00 





f(x) 0 +00 
шет > Teen T` 


Donner en utilisant ce tableau les меже sumantes - 
1 


à EK \. | Í MS eM Xo e DT ү... x +1 
lim f (Vx): lim f dat ` Em. f КРЕ. , im. ar ZE lim f ch іт /| | 
1-07 r—— ч x r— x 7+9 V x J 1.0 әр” +] z -> +x 2 + e Y— x 2x -—] j 


/ 








» = 
mm 


SAVOIR 





Soit f etg deux fonctions. Soit a,b et c finis ou infinis. 
Si lim f(x) =b et lim g(x)=c alors lim g o f (x) = с 


SOLUTIONS 


pem lim (У) = : d f(-142)=0 x lim-1+2=(-) > 
liin fcc imf=fCD=0 7” lim f = f(-D=0 





vr о ПЕРУ 
im dal e ; SN WEE 





x m 20 x lim f = x2+1 
2- 2, 
ТШ! = = =0 
CP x | 2+ x° 
lim f = 0 
xb 











ES 






Calculer Іа limite d'une fonction 
en utilisant l'encadrement 


ENONCES 


Soit 7. EE cum 
2—sin x (b)) Chercher lim f et lim f 
Vx»1, хі. АҢ 3 2 
(D) Montrer que : 3 


Vx < -1, х-1< f() < 


SAVOIR 


Eggs > 
Soit f , get h trois fonctions définies sur un intervalle I sauf peut être en un réel a 
de I (noté Г.). Soit deux réels £ et /'. 


= Si f(x) € g(x) pour tout x e T` etsi lim f =£ et limg =£' „alors / < f`. 
F Si h(x) < f(x) < g(x) pour tout rel etsi lim = lim g = , alors lim f = f. 
P Si f(x) > g(x) pour tout x e 7" etsi lim g = +œ, alors lim f = +=. 


æ Si f(x) < g(x) pour tout x € I etsi lim g = —c, alors lim f =-œ. 


Ces résultats restent aussi valables lorsqu'on remplace a par +œ ou par a` ou a . 


SOLUTIONS 
Ухе ІК, —1<sinx <1— VxeIR, x-1€ x*sinx € x 4*1 


<] 
2—sin x 











VxeIR, 1€2-sinx <3— Vx e IR, Е 





V х>1, 0<х-1<х+ѕіпх<х+1 et Í < 21V төй, Ж РРР 
3 2-sinx 3 





4 x+1 
V x«-l,x-lSx4sinxSx41«0eti;, _ 1 .,=V x<-1, x-1< f(x) s —— 
3 2-sinx 3 


(bv St, T /(х)&х+1 et lim ZC => lim f = +оо 


V x«-], х-1< f(x) s= et lim X alors lim f = —o 








*Détertiner l'image d'un intervalle par 
une £onction continue 
х Prouver l'existence d'une solution de 
l'équation f(x) = K 


ENONCES 


Dans le repére (0,i, j) , Ci — dessous, est tracée les courbes représentatives (С ) et ( C ) respectives 


des fonctions f et g. 
La fonction f est définie sur ] - œ, - 1] et 
la fonction g est définie sur ]2, 4]. 
CL Donner graphiquement : 
f(-1), Қ-2), g(4), g(3), lim f et lim g. 


(2 En déduire g o f([-2, -1]) et lim g o f(x). 
(3.) Etudier le sens de variation de g o f sur |-оо, -1]. 


(4.) Prouver que l'équation 
g o f (x) = 1⁄2 admet une solution unique a dans ]-2, -1[. 


SAVOIR 


æ Théorème : 

L'image d'un intervalle par une fonction continue est un intervalle. 

= Théorème des valeurs intermédiaires : 

Soit f une fonction définie et continue sur un intervalle I. Soient a < 7 et bel. 

Pour tout réel k compris entre /(а) et f(b), il existe au moins un réel c compris entre a et b tel 
que f(c) =k 

On peut aussi l'exprimer sous la forme : 

L'équation f(x) = k aau moins une solution c comprise entre a et b. 

En particulier, si /(а)х f(b) < 0 alors l'équation f(x) = Oadmet au moins une solution dans 


la. М Side plus f eststrictement monotone sur 1, alors с est unique. 
€— noA е рта сес ЫЕ Es — 





SOLUTIONS 


(15 f1) = 4 ; f(-2) = 5;g(4) = 0;gQ) = 1et lim g =+œ 


lim f(x) = a 
(во (2.1) = 86121) = 8054) = [0,1] et lim go fx) = + œ car 177 
x—— lim g = +00 


EN f est strictement croissanta sur Lo, -1] et g est strictement décroissante sur |2,4) 
=> g o fest strictement décroissante sur ]-2, -1] 


f est continue sur |-«.- 1] 
g est continue sur ]2,4] = g ° f est continue sur |-ф,-|| €n particulier sur [-2, -1] 


£(]-».-1]) = BA 
g«f(--0«—«g»f(-2)-1 


g ofest strictement décroissante sur [-2, -1] 
=> l'équation g o f (x) = 1⁄2 admet une solution unique a dans ]-2, - Ц. 












Etudier le signe d'une fonction sur 
un nintervalle donné 


ENONCES 


Etudier le signe de / (x) = V X” — 4х + 3x sur son domaine de définition. 


SAVOIR 





Soit f une fonction continue sur un intervalle I. 
Si f nes'annule en aucun point de I alors elle garde un signe constant sur I. 





SOLUTIONS 


f estcontinue sur son domaine de définition |->. 0] U [4. +5] 


/0)-0<эх--- oux-0 












Etudier la dérivabilité d'une fonction 
composée sur un intervalle donné 


ENONCES 


On définit la fonction f sur l'intervalle [0, x2] раг: f(x) = cos yx 


(1) a) Vérifier que pour tout réel x € |0, л? |, f(x) -1=-2sin?| = 


b) Démontrer que f est dérivable en zéro et donner f ' (0) 
(253) Justifier que f est dérivable sur |0, z2] et calculer f ' (x). 
b) Etudier le sens de variation de la fonction f et dresser son tableau de variation. 





SAVOIR 


Soit f une fonction définie sur un intervalle ouvert I 
f est dérivable sur 1 
g est dérivable sur J 
ға) е Ј 





Si alors g = f est dérivable sur Ï et on a : (e- £)(x) = f'(x)xg( f(x). Vx € L 


SOLUTIONS 
аа 
BG 


= cos Ух -1 
lim CO FCO) = lim cos(Vx)-1 = lim 
x0" x x—0° Y x->0" 


=> f est dérivable à droite en 0 et on a : f, (0)=-> 


Q.a) (x) = COSN X = uo v où u(x) = cosx et v(x) = Jx 
v est dérivable sur |0, z] 
u est dérivable sur IR = u ov est dérivable sur ]0,z2] 4004: 


v(]0.27]) = ]0.z] c IR 


f(x) = у(х) x u(v(x)) = 








l š -sin Vx è ë ЛТ. 
9а) ES A ]0, ] 


de plus on a : f est dérivable à droite еп 0 = f est dérivable sur [0,72] 









х Démontrer une inégalité, 
en utilisant le théorème des inégalités 
des accroissements finies 
* - Utiliser Cette inégalité pour démontrer la 
convergence d'une suite réelle 
ENONCES Š 


Soit la suite |, )définie раг: i, = | et pour tout n de IN, EH dau 







€1. }Soit la fonction définie sur [1.2] par f(x) = x + Lt - 2). 
4 
a) Montrer que f est dérivable sur [1,2] et que pour tout x е [1, 2], 
ona: |f *@| < 1. 
2 
b) En déduire que pour tout x de [1,2], |f) д 42 sch d 42. 


(2) a) Montrer par гесштепсе que pour tout n de IN, 1<ш, <2. 


b) Montrer que pour tout n de IN, la... 64. - 21. 


c) En déduire que pour tout n de IN, k. ° «si Conclure. 
Wé 2 
алран наь —————— ——— 
SAVOIR 
* Théorème 1 : (théorème de Rolle) 


Soit f une fonction continue sur un intervalle fermé borné [a b] et vérifiant : Қа) = i 
Si f est dérivable sur Ja. Ы Pon il existe. au moins un élément x, de ]a,b[ tel que f(x.) = 








Soit f une fonction continue sur un intervalle fermé borné [a,b] 
Si f est dérivable sur }a,b[ alors il existe au moins un élément x, de ab tel que f'(x, ) = Ie Қа) 
а 
* Théorème 3: 
Soit f une fonction continue sur un intervalle fermé borné [a b], dérivable өш ]a,b[ 
On suppose qu'il existe deux réels m et M tels que : m < f(x) < M pour x e Ja,b[. 


f(b) - f(a) < М 


-а 


Onaalors m < 


7 ` 
Soit f une fonction dérivable sur un intervalle I. On suppose qu'il existe un réel k strictement positif tel 
que |f (x)| < k pour x є I. On a alors : f(b) - Danz k |b - a| pour tous a et b de I. 


- : ош ———mE"_FAM.——— sÇ 520 BÉ 





Lu 
` KH 







SOLUTIONS 


(9 f est une fonction polynóme dérivable sur IR en particulier sur [1, 2] et on a : 
(х) = 1- Lx = tele f) < L V xe [1,2] 


f est dérivable sur [1,2] 


=> V xe [12], ona: Ico - r(V2) е2 


b) 


|f '(x)| <= V xe [1,2] 
2 € [12] 
(2.)а) Pour n = 0, 1< u =1< 2 

pour n > 0, supposons que 1 < и, < V2 et montrons que (zu, < V2 

En effet : 1 < y, < V2 et f est strictement croissante sur [1,2] = f(1) < f (u„)< fK 2) > 1<25и.,55<42 
Ainsi pour tout de IN, 1$ и, <2. 

b) Pour tout x de [1,2], I et 1<u, < 

) | [X 1< и„ <2 

=> ia 2|<-|к.- 2| lu. 42] < lu, - 42] 

š i 
c) Montrons par récurrence que pour tout n de IN, һ-44(5) 


s - V2|=h A<] =: 


e) Pour n > 0, supposons que |, - 2] s| ) Ва. (T 


vaste eiii ah mi et] 


d) Pour n — 0, 











Utiliser la Calculatrice ( Casio £x 570 ES 
OU fx 570 ES plus ou fx 991 ES plus) 


Expression d'une fonction 
1°) Soit f(x) = —2x+1— — (mode COMP) + (MIbIO) 


RA кеу 
Pour la valeur de x , utiliser la touche @. la touche = 
£r | APE $773: 85 ы рана Im WE аға- GTX а рузае 
"ort ooe o. ee 
2°) Soit f(x) = yx? +2x—1+x+1 (mode COMP) + (MtbI0) 


e 





Image d'un nombre réel par une fonction 


1°) Soit f(x) = tgx + sinx + cos x 


t; AU. X 3.3 —X 
лу = deu 


аға УТЕ 47% 


0000000 
= чеп ЖЕ ӨЗ — = 
S „се 


pem Td 2 ОТ ММА 97% 9 X eg = ^O x === 
2°)Soit f(x) = 1+Inx fe) -2,12 о CDO @ (кю) = 
Limites d'une fonction 


Pour avoir une idée de Іа valeur de lim f(x) donner à x des valeurs proches de x, et calculer f(x). 
x—xg 








О Limite en un point 








"E reih MEC GM APA 3 K x? DEC Eee Uum 
Exemple : lim, > (Entrer өзе coo LG 


See" X 


Appuyez sur ces touches : 

















= —C9 


—3x 
се qui confirme les valeurs ( et surtout les signes! ) que nous avons trouvées ies 24 
3-1 X< = 


Cl Limite à l'infini 
œ qu, 08e T 
, SX inea 
Exemple : 2- =) өс 
х->-е X 


| X | f(X)= Appuyez sur ces touches : 


$ K x! DEC ess нау 


CS: 




















COS X 





==0 (0°) 


Encadrement d'une solution ® (2 Œ) 
4 

Exemple :Soit f(x) = X + =--> 
x 


Donc lim 
+= x? ECH 


9 

2 

f(x) = 0 admet une unique solution а dans [1 ; 4]. 
Déterminer un encadrement d'amplitude 10° de cette solution. 
1% étape : Encadrement à ач 


cost ыма e 3 
— yum x 





#(1) > 0 
donc 1<а<2 
f(2) < 0 













donc 1«a«1.1 


Nombre dérivé d'une fonctionSoit f(x) = 2. 
On calcule le nombre dérivé de la fonction f en х=1 


éeceo:óo-7-e:0690-:007- 


Donc f'(1)= -_ 











SUITES REELES 












Manipuler les opérations sur les suites 
pour décider |a Convergence ou 
la monotonie d'une suite 









ENONCES 


Soit u une suite définie sur ` dont aucun terme n'est nul. On définit alors la suite (v, ) sur N 


^ 


par v, = —. 
и, 
Répondre par vraie ou fausse à chacune des propositions ci dessous (une justification est demandée). 
€ 1) узі (и, ) est convergente, alors (У, ) est convergente (2)> si (4, ) est minorée par 2, alors (У, ) est minorée par - 
(3)) si (и„) est décroissante, alors ( v, ) est croissante. (D) si (44, ) est divergente alors ( v, ) converge vers 0. 


— —Ə .-- 












= si(u,)convergeversL. 1  apourlimite ! si £=0,c'estle cas / -0 qui pose probléme, pour batir 


s L 





un exemple, on examine des suites simples convergentes vers 0. 





* La suite (U, ) est dite croissante si > pour tout т € №. Dans ce cas les termes de la suite sont 






rangés dans l'ordre croissant : 4, < и, <......< U, <ш,,<...... 






* La suite (U ) est dite décroissante si v, , <. pour tout z є №. Dans ce cas les termes de la suit 


pel = 





sont rangés dans l'ordre décroissant : u, >и 2 ...... 2 U, >и, 2... 





= Une suite est dite monotone lorsqu'elle est soit croissante, soit décroissante. 






* Une suite ( Ü” ) est dite convergente lors qu'elle admet unc limite finie quand n tend vers +2 





* Une suite qui n'est pas convergente est dite divergente, dans ce cas elle peut avoir une limite infinie ou 
ne nas avoir une limite еп => . 


- 







SOLUTIONS 


1 ; 
(1)уаиѕѕе : soit U, = 1 (и,) est à termes non nuls et converge vers 0 et у =—2(n+1) а 
n+ 


pour limite —оо donc n'est pas convergente. 







(2)утаіе : (и,) est minorée раг 2, donc pour tout n€ N, и > 2 d'où 2.2 et donc v, < —1, 


(у, ) est donc bien minorée par -1. odia 





n 










(3VFausse : le contre exemple de 1) le prouve. (9) Fausse : comme contre exemple, prenons y, = (–1)”. 










* Etudier la limite d'une suite du type 


u, = f m) оци, = f(v,) 
х Utiliser le théorème de comparaison 
pour déterminer la limite d'une suite 


ENONCES 


(D}Etudier la limite de la suite (и, ) définie раг: y, QA CREE EN. 


H +n 


(2))Etudier la limite de la suite (u, ) définie par, _ (0,2) -1 ;neN. 
° (0,2) +1 


(Boit u, =2 pour ne N° егу, =L pour ne N° 
n u 


n 


a) Montrer que у = an. Lg et en déduire lim v, 
ü n+] 


n— 


b) Monter que pour tout n 2 7, v, 22. 


c) En déduire que pour > 8, у, x v, х....ху, , > 2"" puis que и, > 274 и, 
d) Quelle est la limite de la suite (u, ) ? 


SAVOIR 


V fest une fonction définie sur ]a,+co[ et (и, ) la suite telle que и, = f (n) 





l est un réel, soit +00, soit — 00. 
Si lim f(x) 21 alors іти, «7. 
xx ne 
Y fest une fonction définie sur I, (и,) une suite dont tous les termes appartiennent à I, b et c 
désignent soit un réel, soit +00 , soit — 00. | 
Si іту, = +о etsi lim f (х) = с alors lim /(у,)-с- 
п->х xb n— = 
Y Si G); EN ег (w, ) sont trois suites telles que : w, <и, < v, etsi lim w, =lim v, =/ alors 
lim u =| 


Y Si u, > v, et limv, = +оо alors limu, =+. Si u, S v, et іту, = —c alors limu, =. 
+0 x TX =x 


- NNN 





SOLUTIONS 


(ona: u, = f (n) oü f: хэл) 2051 
+x 


2 
lim f (x) = tim мей donc lim u, =2 


х->- X>+ x 


(2)) posons pour ne N, у 0,2", alors и = f (v, ) 


lim v, = 0 (v est géométrique de raison 0,2) 


et lim f (x) = f (0)=—1, donc lim u, =- 
da, Аа ее ? 
(пы) 3" 3"x(n+1) 


Пт v, -3 (саг lim —=9) 


n n+ n -- 


3 
Б) бі n> 7, n+12 8 donc : íi pu d'où, EE 
п+1 8 n+l 8 > 8 


Ог 20 > 3 É 
8 


Donc v, 2 2 pour n 2 7. 
> 2x.....x2(n- 7 facteurs), donc v. х 


Hs фас 


С) V; XV X....XV 
М: EN u u - 
= — Y, —2. — = donc — > 2" 


Of V, X....XV 
ih Ж, u- и, 


n-1 — 


par suite и, 22" и, саги, > 0. 
lim 277 = +оо, par théorème de comparaison lim и, = +оо. 


п-— +0 n— + 









Etudier |a Convergence d'une suite 
recurrente 
(théorème du point fixe et suite auxiliaire) 


ENONCES 


On considère la suite réelle (и, ) définie sur IN раг: 2 
и =1+ Ju, =1 pour tout n de IN 
(1) a) Montrer par récurrence que pour tout n de IN, 1 < u, « 2. 

b) Montrer que (и, ) est croissante. 

с) En déduire que (u, ) converge vers une limite que l'on déterminera. 
(2.) Soit (v, ) la suite réelle définie sur IN раг: v, = In (u, —1). 


a) Montrer que (v, ) est une suite géométrique de raison = | 
b) Déterminer lim v,. 
c) Retrouver lim u, . 
| SE BEE zin жа. Ke s 
SAVOIR 


р a — a 
V Toute suite croissante et majorée est convergente. 
V Toute suite décroissante et minorée est convergente. 


Y Siune suite (и,) est telle que :* v, = f (u, ) 
ы (u,) est convergente vers 1 


* f continue, en l 
Alors f(/) =/ (donclest une solution de l'équation f(x) = x). 





—— em... ———————— ` 
SOLUTIONS | 


3 
u, =— 


2 
йл =1+\/и, —] pour tout n de IN 





à» а) Montrons par récurrence que pour tout n de IN, 1 < u, < 2. 





S Pour n = 0, 1<и,-3<2 


ж» Pour n > 0, supposons que 1<и, < 2 et montrons que 1 <и, < 2 
En effet : 


I«u, «22 0«u,-1«12 0< Ju, -1«12 1 «1I Ju, -1 «22 0 «u,,, «2 
Ainsi V ne IN, 1<и, «2 


b) u,,—u, =1+ Ju, -1- u, = 4и, - - (u, -1) = Ju, -1(1- Ju, -1) 


OEE c2 V < —-Tero uu. —-1«1251- Ju, -1»0 


die a = Ju, -1(1- Ju, -1)>0 
— 


—— o  —s—— 
>0 >0 


= (и, ) est croissante. 


n+l 


c) (u, ) est croissante et majorée par 2 — (u, ) est convergente vers un réel / € [1,2] 
(u,) converge vers £ е [1,2] 
и = f (u,) avec f(x)=1+vx-1 Ух е [1,4œ[ 


f est continue sur [1,+[ donc en / 
= f(D=1e I-J£-12 tes dr-Yi-Jr-1)208 =] ou í = 2 
Оги, > u, SE Es 
2 2 
Qv, -іп(и,-1) 
a) v,, =lIn(u„, -1) = In Ju, — =< In (v, cn, Vne IN 
= (у,) est une suite géométrique de raison a 
b) elu — lim v, 20 


c) u =l+e" Yne N= іти = Іт І-е” = 2 
" n => +e n n— 4 T 
e zl 





Etudier la convergence d'une 


suite monotone 


ENONCES 





On a tracé ci- après, dans un repère orthonormé | O,i, j) , la courbe | - ) représentative de la fonction 
f définie sur IR par f(x) = e° —2 ainsi que la droite д: y = x. 
La suite (u, ) est définie sur N par u, =0 et u__, = (и ) pour tout entier naturel n. 


(I)xonjecturer à partir du graphique, le sens de variation et la convergence de la suite (и,). 


(Dprouver que : 


a) la suite ( и,) est décroissante. 
b) pour tout entier пе N, -2<и, € 0, déduire que la 
suite (и, ) est convergente. 

(39) démontrer que l'équation f (x) — x a deux solutions 
et deux seulement dans R. 
b) trouver un encadrement de la limite 1 de la suite (и,) 


d'amplitude 107. 





SAVOIR 





v Toute suite croissante et majorée est convergente. 
v Toute suite décroissante et minorée est convergente. 


v Siune suite (и,) est telle que :* и. = f'(u,) 
z (u,) est convergente vers l 


*f continue, en] 
Alors /(/)-/ (donc l est une solution de l'équation f(x) =x). 


A` M oə— h г... © t Ts hh  —nV o lVÁXrIs= . >> 





(s) 


SOLUTIONS 


(pen représentant les premiers termes de la suite (;; ) , le graphique me permet de conjecturer que 
(x, ) est décroissante minorée par м, = Ü et qu'elle est donc convergente. 
utilisons un raisonnement par récurrence. 
a) *ona u, = f(u,)= f(0)=e -2=1-2=-1 
donc u, =0 2> wu, =-1. 
Supposons que и, , Z и, et démontrons que и, 2 u, ,. 
u,,»u, donc "in, ,)> f(u,) (f est strictement croissante sur R, car f'(x)=e*>0 ; x€ R) 
ainsi и, 2и, , d'où (u ) est décroissante sur N. 
b)*ona и, -0 donc -2 < u, «0. 
* supposons que —2 < u, < 0 et démontrons que -2 < u,„„ € 0. 
-2<и,<0 donc /(-2)< f(u,) < f (0) (car f est croissante sur R). 
Ainsi e? —2 <u, <-1, or e? -22—2 et -1<0 donc -2<и, <0, par suite pour ne N, 
-2<и, <0. 
(3)) a) Soit ф(х) = /(х)-х, 9 est dérivable sur IR et о(х)- /(х)-і-е -І. 
Le théorème de la bijection affirme que l'équation ф(х) = 0 c'est-à-dire 
f (x) = x admet exactement 2 solutions dans IR, l'une dans La o[ etl'autre dans 10, +f- 
b) (u, ) est telle que : 


ый H. Ke J (u,). 


S (u, ) est décroissante et minorée par 0, donc elle est convergente vers / < 0. 





V f :x-> e – 2 est continue sur R, en particulier en 1. 
Donc f(/)=7 avec / <0. 

о(-1,5)<0 donc /e]-2,-1,5[ (Ф(—1,5) = —0.276) 
о(-1,8)<0 donc /є ]-1,8;—2[ (о(-1,8)--0,034). 
о(-1,9)>0 donc -1,8</<-1,9 (9(-1,9) = 0,049). 









[Montrer que deux suites sont 
adjacentes 


ENONCES 


On a tracé ci aprés, dans un repére orthonormé (o.i. j) ‚ la courbe | -  représentative d'une fonction f 


définie sur |0,--/, ainsi que son asymptote ^ : y =1. 


(1°)a) par lecture graphique préciser en 
onction d'un réel donné k, le nombre de 
solutions dans [0, + de l'équation 
f (x)=k- 


b) пе N° déterminer les valeurs de 





n pour lesquelles l'équation f(x)= 1 


n 
admet deux solutions distinctes. 


0%) Soit n > 2, montrer que l'équation „ | _ ' admet deux solutions и, et v, respectivement 


n 
dans [0,1] et [1,+=[. 
b) Construire sur l'axe des abscisses, les termes и, et v, pour ne {1,2,3} 


c) Déterminer le sens de variation des suites z et v. 
d) Montrer que les suites и et v sont convergentes. En déduire que и et v sont adjacentes. 


Dire que deux suites (и) et (v, ) sont adjacentes signifie ifie que l'une est croissante, l'autre est 


décroissante et que la suite (v, RA ) converge vers O. 


Si deux suites (и,) et (v, ) sont adjacentes, alors : 


*elles sont toutes les deux convergentes. 
*elles ont la même limite. | 











SOLUTIONS @ : 


nombre de 
а) solutions de 
f(x) =k 





pas de 
solution 


2solutions | pas de solution 





1 solution 1 solution 





b) l'équation ç (х)= 1 admet deux solutions distinctes pour 0< H <1 ; C'est-à-dire pour n» 1. 
n n 
€) a) е f est continue et strictement décroissante sur [0,1] et f ([0,1]) = |Қ), f(0)] = [0,1] et pour tout 


n22, 1 e [0,1 donc l'équation f(x) => admet une unique solution ц € [0.1]. 
n 
e f est continue et strictement croissante sur [1, --oc[ et f ([1, +co[) = [f (1), lim f[=[0,1[ or pour tout 


n>2, 1 е (0,1. donc l'équation f(x)» 1 admet une unique solution V, dans [1], + cf 
n n 


b) 





c) pour p >2 , >l 


n n-«l 
f(u,) 2 f(u,..) 
e sur [0,1] ; ou a donc u, <U, et d'où u est croissante 
f décroissante 
f (va) 2f(v,.) 
e sur [1,4+œ[ ; ou a donc v, > v,. , ainsi v est décroissante 
f est croissante 


d) la suite u est croissante et majorée par 1, donc elle converge vers 

| € [0,1] 

la suite v est décroissante et minorée par 1, donc elle converge vers 

l'€ [0,1] 

Le plus Қи,) = f(v ) x: l etfestcontinue sur [0,4+œ[, donc elle est continue en l et l’, ainsi : 
PE ` 


lim f(u,) = /(0) 
lim f(v,) = 701) donc /()- fü) 0, ainsi 1-1 21 


lim 1-0 
ысыйт, |. 


On en déduit que les suites и et v sont adjacentes puisque l'une est croissante, l'autre est décroissante et 
lim (u, — v,) 2 0. 











Chercher la limite commune de 
deux suites adjacentes 





ENONCES 


Soit les deux suites u et v définies sur ^! par la donnée de u, et v.(u.<v.) et les relations de 
récurrence : ц 2011 ety = u. +2V, 
3 3 
(1)Démontrer que la suite vu est une suite géométrique et donner sa limite. 
(2)Montrer que, la suite u est croissante et que la suite v est décroissante. 
(3) Montrer que les suites u et v sont adjacentes. 
(4) Montrer que la suite v+u est une suite constante. 
(5) En déduire la valeur de la limite commune des deux suites u et v. 


SAVOIR 


(une suite ( W ) est géométrique s'il existe un réel q tel que pour tout neN 
HAE >» ons W =W, хд" - 





Osiq є |-1.1[ 
D ру = Finge 
Las +oosiq >! 


n'existepassiq < -1 





SOLUTIONS 


(Doit n EN, Va -u,, = ZER (у, —u,). d'où (у-и) est ипе suite géométrique de raison 


et de 1“ terme v, +u, comme еы alors lim (у, -u,)=0, pour tout п € N 


ә | — 


у-и, SÉ (v, —u,)>0 (car v, » u,) 





1 
Q» soit neN,u,,-u, = aM = u, ) > 0 d’où (u,) est croissante sur N 


n+] 


l T KC 
—V, = 3. -у,)<0 d'où (v.) est décroissante sur № 


GY On a : (u,) est croissante, (у„) est décroissante et lim (v, _ u, ) = 0 


n— + 


Donc les suites (u,) et (v,) sont adjacentes. 


; 3(u +v 
(D son ne N, Vas TU. ы) eu, ev, 


On montre facilement que pour tout п є N,u, + v, = u, + v, (Récurrence) 


D'où la suite (v+u) est constante sur N. 
Ona:* lim и = lim v, = / (car (u,) et (у,) sont adjacentes donc elles convergent vers la méme limite) 
n3 


n+ 


° lim (u, +v )=U, +V, 


nc 


On en déduit alors que lim u. + lim v, 2/-/-u,- v, 


n— + n—v +z: 


_ Ug * Vo 


2 


ainsi 2/ =u. +v, , f 


= 








Utiliser |a Calculatrice ( Casio fx 570 ES 
OU fx 570 ES plus ou fx 991 ES plus) 


= Suites récurrentes 


L'instruction (же) rappelle le résultat du dernier calcul effectué. Elle peut s'avérer trés commode pour 
calculer les termes d'une suite récurrente. 
On considère, par exemple, la suite (и„) définie par u, = 9 et, pour tout entier naturel n, par : 





40 
mCalculs У — :(MODE COMP) +(MthlO) ; Y Ak 12 231 
k=0 











FONCTION 
RÉCIPROQUE 


(32) 


* Justifier l'existence d'une fonction 
réciproque f-1 
* Tracer sa courbe représentative 
х Etudier la dérivabilité de f -1 en 
un point donné 







ENONCES 


On a représenté ci-contre, 
la courbe ( C ) d'une fonction f définie sur IR, 
ainsi que son asymptote au voisinage de - oo 
et ses tangentes aux points d'abscisses 
respectives — 1, 0 et 1. 

( 1.) Dresser le tableau de variation de f. 

(2.52) Justifier l'existence d'une fonction 
réciproque f ^ ' def. 
b) Etudier la dérivabilité de f ` ' en chacun des 
réels 0, 1 et 2. 
с) Dresser le tableau de variation de f ` '. 
d) Tracer la courbe ( C’ ) def ` dans le méme 
repere que celui de f. 














SAVOIR 





Soit f une fonction strictement monotone sur un intervalle I. on a alors les propriétés 
suivantes : 

+ La fonction f est une bijection de I sut ҚТ). 

+ La fonction f ' est strictement monotone sur ҚТ) et a le méme sens de variation que f. 
4. Les courbes représentatives de f et de f ', dans un méme repère orthonormé, sont 
symétriques par rapport à la première bissectrice du repère. 

+ Si de plus f est une fonction dérivable sur I et si f ' (x) # 0 pour tout x de I, alors la 
fonction f ' , réciproque de f, est dérivable sur f(I) et on а: 


| 
f'y (х) = —— 
(kv y x) Kf Gy 


-  —  —ÑII —— —  y—i—rai==f O | 


pour tout x de f(I) 








(2а) f est continue et strictement croissante sur IR donc f réalise une bijection de IR sur IR et 
par suite f admet une fonction réciproque f! définie sur IR à valeurs dans IR. 


b) *f n’est pas dérivable en - 1 et on : f(- 1) = 0 et lim =| Í (x) = +оо donc f `! est dérivable en 0 et 
eg) 


опа (f^ |'(0) =0. 


+ f est dérivable en 0 et on : f(0) = 1 et f’ (0) = 0 donc f ` n'est pas dérivable en 1. 
ж f est dérivable en 1 et on : f(1) =2 et f’ (1) =2 donc f est dérivable en 2 et on a: 


x | 0.5 
(f )(2)----0-5. 





x Justifer l'existence d'une fonction 
réciproque 8-1 
* TraCer sa Courbe représentative 
х ExpliCiter g-1(X) 






ENONCES 


š l 
On considère la fonction f définie sur =` par: f(x) = х-—. 
X 


Montrer que la restriction g de f à l'intervalle] 0, + {réalise une bijection de]0, + оо[ sur un intervalle I 
que l'on déterminera. 
(b)) Construire dans un méme repère orthonormé ( O,i, j) les courbes représentatives de g et de g”. 


(с) Calculer g'(x), pour x е L 


SAVOIR 


Soit f une fonction strictement monotone sur un intervalle I. on a alors les propriétés suivantes : 
La fonction f^, réciproque de f, est une bijection de ҚТ) sur Ï et on а: (x < Ï. y = f(x)) & (y € (D.x = wull 














SOLUTIONS 


| 1 Ë ` р 
(D) Chacune des fonctions : x => x et x  —— est continue et strictement croissante sur 
b 9 


]0, + оГ; donc la fonction g est continue et strictement croissante sur ]0, + ><. 


П en résulte que g est une bijection de ]0, + =[ sur g(]0,  »[) = |іт g. lim g = ]- 20, + [. 


Tableau de variation de g : 





(Soit x un réel quelconque et y un élément de _ - 


Опа: g'(5)=yS g(y =x < px < у:-ху-і-0 
y 


Le discriminant de l'équation 5? — xy -12 0 est A= x? + 4 > 0. 

x-Vx2+4 x+Vx2+4 

—— et y; = ————— 
2 2 

vérifie que y, < 0 et y, > 0. La solution, dans R° , de l'équation y? – xy – 1 = 0 d'inconnue 

x+Vx2+4 


2 


Cette équation admet donc deux solutions: у, = . On 


y est donc у = 


š 4 " х+ух?+4 
Conclusion : pour tout réel x, опа: g (х) = 





LS 






Etudier la dérivabilité d’une fonction 
réciproque sur un interValle donné et 
calculer sa fonction dérivée 


ENONCES 


Soit la fonction / définie sur | par /(х)- 





|-tanx ` 
(1. Montrer que f réalise une bijection de |02] sur un intervalle J que l'on précisera. On note g sa fonction 
réciproque. Construire С, et С, dans un méme repère orthonormé. 


лр HCM 1 
(2. Montrer que g est dérivable sur J et que pour tout x€ J , g (х) = CS Dee desi : 
SAVOIR 


"EE 
Si f est une fonction dérivable et strictement monotone sur un intervalle | et si £” (x) = 0 pour tout x | 
l 
de |, alors la fonction í ` , réciproque de f, est dérivablesur {1 et ona: (f y (x) = ку? Н 
X 
tout x de f(1). 


SOLUTIONS 


— T "h л v dui FRS 
ло) таре fes dérive sur [0,2] a тесты 








f est continue et strictement croissante sur Hl 

ФЕ SE л 
=> f réalise une bijection de äi sur J = [1.+=| 
1. fest dérivable sur [| etona: f'(x) O 


=> g est dérivable sur [1, + | et ona: (ауа) 
j РИА F'(F'Œ)) 1+tan?r 








Oü t = f ^ (x) = f(t) = x= 1 - tant = d strass ie h 
x x 



















— TF gd Be e" — um асч a Ë > 


Etudier Une fonction racine n-ièm 


e 


p= 
—c 


ENONCES 


f est la fonction définie sur IR раг: f (x) = V 2x* +1. 






Montrer que f est une fonction paire. 

Étudier la limite defen +оо. En déduire la limite de f en =. 
(95 Démontrer que f est dérivable sur IR et calculer f'(x). 
(d) En déduire le sens de variation de f. 







SAVOIR 


1 





1 
-іпх 


= Pour tout réel x strictement positif : Yx =x" =e" ( n> 2). 


E wett, si Шх)>дег п>2. 


“(ша)” 


SOLUTIONS 
(a))Pour tout x€IR , —xeIR. fo» = 42-20) +1 =3V2x* +1 = f(x) donc f est paire. 
(9) lim Zei +1= +o et lim {у = +00 donc lim f(x) = +0. 
f étant paire, donc lim f(x) = c. 
(gia fonction x э 2x^ +1 est dérivable et strictement positive sur IR. 
La fonction y +> у est dérivable sur ]0 ;+œ[. Par la théorème sur les composées, f est dérivable sur IR. 










ах 






Pour tout réel x, f (х) = 
33 ( 
(d) le signe de f'(x) est celui de 





PRIMITIVES 


F 


ET INTEGRALES 







Reconnaitre une primitive 
d'une fonction 


ENONCES 


x'+x+ 1 
Soit F et G les fonctions définies sur Liz par : p( x) = 2277 et са) 
x + x+ 


Montrer que F et G sont deux primitives sur Li +| d'une méme fonction f que l'on précisera. 


SAVOIR 





F(x)- g(x) = constante 


F et G sont deux primitives sur Ï d'une même fonction f alors 
F ' (x) =G ' (x) 





SOLUTIONS 


Pour t Pour tout xe]-1 ;+00[, G(x) — F(x) = 





х+1 х+1 х+1 
_22х-2 m 
х--1 








=>F et G sont deux primitives sur Ез d'une méme fonction /. ауес /(х)-1- 


(x+1) 








Faire le lien entre primitive 
et intégrale 








. ENONCES 
Ecrire, sous la forme intégrale, la primitive F de f sur |0 :+ | qui s'annule en t, et la calculer 
dans les cas suivants : 
1 t 4 
Флот et: Ф) f0--e 71:0) SO ies 
—r f > E 
SAVOIR 





= Soit une fonction f définie et continue sur un intervalle Ï et a un réel de I, la fonction F telle que 
F(x)= | f(t) dt est l'unique primitive de f sur I qui s'annule en a. 

+ Le plus souvent le calcul d'une intégrale se ramène à la recherche d'une primitive. 

Ainsi le calcul de [ f(x) dx revient généralement à justifier l'existence d'une primitive F de f sur |, 
puis à calculer F à l'aide du tableau des primitives usuelles ; on a alors immédiatement 
[ f(x) dx = F(b)— bei. 





SOLUTIONS 


(A)) Pour tout zez, Р(х) = [а Jl 12 
| e | 4 


1 Жы 1 
(b)) Pour tout x e ]0;+®[, G(x) = [>er di di =е* —е 


1 





1 -2(e* -Vx-e+2) 





ата -— K mm ЕЕС 


Encadrer une intégrale 





ENONCES 


A) Prouver que : f singar EL 


x 
22 Montrer que : 0< [ues 





SAVOIR 





= Sif est continue et positive sur I, et si а < b , alors ГПодас>о. 
= Soit I un intervalle, a et b dans I tel que а € b, soient f et g continues sur I. 


fo)sgo) = [ода f ead 


Dans les deux cas, les fonctions considérées sont continues sur IR, donc intégrables sur l'intervalle 
) Ale 
E) Puisque sin(s?)<1, alors | sinit dt < [ idt -Or ['idt=1(8-1)=2, donc [ sint de «2. 


es Puisque 0« x «1, alors: 0<---<х<1. D'où 0< | ——4x < [ ix. 
Lx "PEE | 








T He. 





Or (1dx=1donc o< | 


1- x- 










Etudier une fonction définie 
à l'aide d'une intégrale 


ENONCES 
d 
Soit F la fonction définie par F (х) = | ———— 
| Jp -t-1 
4% Montrer que F est dérivable sur IR puis calculer Р(х) pour tout хє IR. 
Q*) Soit È (x) = Е(1-х) + F(x), x € IR. 
а) Calculer ф'(х) pour tout x de IR puis ф G À 


b) En déduire que le point I Е ; 0) est un centre de symétrie de la courbe de F. 


SAVOIR 





= Soit f une fonction continue sur un intervalle I, a un réel de I alors la fonction F : x > Í E (t)dt 


est dérivable sur Ï et on a : pour tout x de I, F '(x) = f(x) 
= Soit f une fonction définie sur un ensemble D, le point (а, b) est un centre de symétrie de la courbe 


(2a-x)e D 
f(Q2a- x) = 2b- f(x) 


© 
SOLUTIONS 
B-t+1>0carA=1-4=-3<0 


4 š ° i 1 
th {2—1 + 1 est une fonction polynôme continue et strictement positive sur IR donc t > Қ сетті 
2-14 


de f, si et seulement si, pour tout x de D, on a : | 





1 
est continue sur IR ainsi F est dérivable sur IR et pour tout de IR on a F' (x) = —————— 
\х?—х+1 


D a)o(x) = F bas + F(x) , 99 = —F'(1-x) + Eis 


"restant = x)+1 EE -х+1 





ESA 









-1 1 -1 1 
М-2х+х2-1+х+1 Jx?- x41 х?-х+1 Vx2-x+1 
1 1 1 1 1 ` dt 1 
Ainsi, Ф'(х) 20, @(=)=F(=) + F(2) 22F(2) or Е(—)= p- == ==0 donc (=) = 0 
96-70, (5) =Е(5) +5) =2Е(5) or РС) F — 005) 


b) o'(x) = 0 donc g(x) = сой с е IR pour tout x € IR or oC) = 0 
donc c =0 d'où ф(х) = 0 ainsi pour tout єр;= IR on a (1-x) єр; et F(1-x) + Қа) = 0 


donc Í E 0) est un centre de symétrie de la courbe de f. 





+ = ses 
ECH 


m~ 






objectif Calculer l'intégrale d'une fonction 


5 | continue 
— (Utiliser la parité ou la périodicité de 
Cette fonction) 


ENONCES 
Calculer : [х 9% ах ; E dx ; (9) Fes ax : [oss dx 


SAVOIR 





Soit f une fonction continue sur [—a ;а] , avec a> 0. 
= Si fest paire, f(-x) = f(x) alors : Е f(x) dx = [ f(x) dxet 5 f(x) dx 22 [ f(x) dx 
= Sifestimpaire, f(x) = — f(x), alors : f f(x) dx = [ f(x) dx e f f(x) dx=0 


= Si f est une fonction continue sur IR et périodique de période T f(x + T) = f(x) alors, pour tout 
rela: ( f(x) de= | f(x) dx 





A Re ск = 
SOLUTIONS 

x > x? cos x est une fonction 2л périodique et impaire > | cos x dx =0 

Әу x+>|x|est une fonctionnaire => | |x| dx =2 f |x| dx =2 f x dx =[x*] =9 

(9) x H> sin 2x est une fonctionz périodique et impaire => Б sin2x dx — [ 3 7 sin2x dx = Г sin2x dx =0 

(D) х |cosx| est une fonctionzpériodique et paire | | 


-> [. cos x| dx = [ : cos x| dx + [2 cosa] dx 22 [ : (eos x dx =4 Í: cos x dx = [sin x]: =4 


—— c C": 





š 











be? AA CURE SES 


Objectif | Calculer une intégrale en utilisant une 
6 intégration par parties 


ENONCES 


Calculer les intégrales suivantes : 


; а [= dx ; ©) [= nx dx; (D) [xe dx; а); [ (x+ 2)sin x dx ; 





SAVOIR 


Soient u et v deux fonctions dérivables dont leurs dérivées sont continues sur un même intervalle [a ;b] 
et f une fonction continue sur [a ;b] telle que f(x) = u(x) у(х). 





E 


Alors : Г f(x) ах = [ u(x)v (x) dx =|и‹ DIER = Í u'(x)v(x)dx . 


Cette technique permet dans la pratique d'intégrer ou de simplifier certaines intégrales oü f(x) est le 
produit d'une fonction u de dérivée simple et d'une fonction v facile à intégrer. 


- ws етт ti — T Z=. ааа 


AT A —a ü B 
SOLUTIONS 


сла азан 


(а), On pose u(x) = x et v'(x) = 7 e G1) À H vient u'(x)=1 et v(x)=2Vx +1 
PE 





Les fonctions u, u', v, У sont continues sur [0 ; 1]. La formule d'intégration par parties donne : 


[emm] ep, 


k гр 
Ainsi Í —— dx-| 2x 1| - 


'/x+1 E 








сы m ы 


2 T 
(х + TE =-(2- 2). 
3 


_ _ ` 


(b) On pose и(х) —In x et v'(x) =x? П vient у e Ts 


La formule d'intégration par parties donne : 





[x In хах = E Ee x'dx . Ainsi — РЕ 


= ` 

ә 

ә» | N 
© 


Фо pose u(x) = х et v'(x) 2 e? Il vient и (х) -1et v(x) 2 e^ 


E TR = 


—! 


ES 







La formule d'intégration par parties donne : 

[ хе = хе" ] _ [z a. Ainsi fx Te |xe' D _ |e ] 
=[(x-De*] =1 

(а) On pose u(x) = x - et v'(x) = ѕіпх П vient и(х)-1ег 0(х) = —cosx. 

[Gc 2)sin x dx =|—(х +2)усо5х], + [ cosx dx . 


Ainsi [(x+2)sinx dx =[-(x+2)cosx]; +[sinx] =7+4 











(47) 


* Etudier une suite définie à l'aide 
d'une intégrale 
* Calculer le volume d'un solide 
de révolution 






ENONCES 


Pour tout entier n > 1 on pose 1, = | 
Же 


À l'aide d'une intégration par parties, calculer 7. . 
1 


2% а) Démontrer que, 7. . -- (азу, 
е 
b) En déduire les valeurs de 1. et T. . 


dx. 


8° Dans un герёге orthonormé (9 2) ‚ par rotation autour de l'axe (oi) , la courbe d'équation 
(п х)? 


x 
(avec хє [1; е2] ) , engendre un solide de révolution . 
Calculer le volume de ce solide en unités de volume. 


eR EE ess —— — 
SAVOIR 


Pour trouver le volume d'un solide engendré par la rotation d'une courbe d'une fonction autour 
de (Ох): 
У On coupe le solide par un plan perpendiculaire à l'axe et on remarque que l'on trouve un 


disque de rayon | f (x)| . 
v L'aire de ce disque vaut z | f (x)] | 


pe 





У On calcule alors : V = [^l f (Gef dx pour obtenir le volume. 


mg 
SOLUTIONS 


DL = [ RE, on pose: u'(x) = us) = -l we) = Іах, у(х) = x: 
x x x x 
La formule d'intégration par parties donne: 


k: Cv EU Eur. 7,1 
Zi - | -= S ME Т A te be debes. 
x x sr ESL 95,556 к е 











2% a)On calcule 7, , par parties en posant: u'(x) = iN u(x) = Wi vil = (In x)"*', у(х) 
x Ж 


= (а+1) È (nay. 
X 





Ж al ` 8 1 | Lions * (In x)" 
[. =] —(Inx)” | - [ —(n+1)—(Inx) dx = —— х2 + (n--1) [ LE ax 
x 1 ka a е” 1 Ë 
J 
= -—— + (n+1)L . 
e 
+ E 10 8 
b) = >È +21, =-È+21-Z)=1, 21-2. J = === 31 
e e e e 


8 10 38 
= ----23(2---)->1, = 6— — 
Е е | e 
Le volume d'un solide de révolution engendré par rotation autour de l'axe des abscisses de la 
courbe représentative d'une fonction f définie et continue sur [a ; b], a « b, est donné par la formule: 


V = x [ [f(x)]?dx Pour la courbe d'équation y = = Эз A iir [Ese]. 


Ү= л | 


) 
w. = 





e (In x)" 1( 168 
La dx — zl, =л(-— +4 Lys E ==). (en unités de volume). 
e e 





ENONCES 


Soit x, un réel strictement positif. On considère la 
fonction g définie sur IR par 
(х) = € ` et sa courbe représentative (С.). 
© On considère le domaine limité par (С,), les 
ites d'équation x — 0 et x — x, et l'axe des 
abscisses. Exprimer, à l'aide de x„ l'aire S, de ce 
domaine. 

A est le point de coordonnées (x, , 0) ; B est le 
point de (C,)d'abscisse xç. Soit (T) la tangente à la 
courbe (C) au point B.On note C le point 
d'intersection de (T) et de l'axe des abscisses. 

а) Déterminer les coordonnées de C 
b) Calculer (en unités d'aires) l'aire S, du triangle ABC. Vérifier que S, + 2S, = e. 


SAVOIR 


—— aí. wP n A F U 
= Soient a et b deux réels tels que a < b, f une fonction définie et continue sur l'intervalle [a ; b], 
et C sa courbe représentative dans un repère orthogonal (01, j) | 





[| f (x) dx est l'aire, en unités d'aire, du domaine compris entre la courbe C, l'axe des 
abscisses et les droites d'équations : x = а et x = b. 

7 Soient f et g deux fonctions continues sur un intervalle |а, b], l'aire du domaine limité par Cf, 
Cg et les droites d'équations x — a et x — b est: Пюо - g(x)| dx u.a 












и — < 


» 
"d 


e: E "¿x= ud 1; -e-e ^, 
ә 


Emme de la zë à la coute (C) au point d'abscisse x: 
DEC -2 (x-x,)+e ` 

Фа point C en faisant y = 0, soit x = x,+1, donc C (0 ; x+ 1). 

Ы le mage ABC cs mange en A donc son aire cst donnée par 
MON і) bi т. £ ` Donc 5525-6-25 42x 


7 2 2 | - 2 





=e. 








G) 


Manipuler les propriétés algébriques 
de la fonction In 






ENONCES 


Ecrire les expressions sous la forme : In с, où a est un réel strictement positif 
@) In(J3 -1) «13-1012 (43 +1) 
(b) -In3«In(27e) -In(9 е) 
(À щ(7+5./2)+вщ(/2 1) 7n(V2 -1)-7in(J2 +1) 


SAVOIR 
= [i120] et e est le nombre de Néper, défini par 





Pour tous réels a et b strictement positifs : 


In(ab) = Ina Inb , ar Ina-lnb, In(a")=nIna(neQ) 
SOLUTIONS 
(3) DIER 1}+In3- ШАА pce] n) 


3-1 





zit eins sint!sc-in? 
4 2 
(b) -in3 (276) - lg 2)- 276 -In( e) 
3x9 e 
=]ne?° lue! 


(9) m (7505) (2 1) 7h +) +7 (V2-1) 
- in| (75/2) (42 +1) |+ (/2-а)-ш/2-1) 


esee мыңды) 


=In[17+12/2]+71n1 =In[17+12/2) 








T "LT um 








= sm АРЕ Озат х === 


кы FOETA » Valeurs remarquables 
"oe de (а fonction In 


ENONCES 


Donnez la valeur exacte de //2)./ А ./| e) et f(e | dans les cas suivants : 


Беде) -lnx e. cou: 


— 


— 


SAVOIR 





| ses тезі Бы; in Ve ein | 
e 








ЛЕТТІ 
EE 
нык, Di 


f (2)-ш(2) )-n(ve)=mne ne => p (e?)=tn((e?)*)-mne? =Ine*-2=2 


2 





d£ Résoudre des équations et des inéqua- 
| tions faisant intervenir la fonction |n 







ENONCES 
Résoudre dans R les équation et inéquations suivantes : 
(D) а) Inx =1 b Inx 22 с) х -5 


Оу) 3) Inx =In(3x -1) b) in(x?)--21n7 
G) 3 in(x+2)=In(2x -1)+In(4=x) b) (Inx) -7inx «6-0 
H a) Inx »-1 b) ix <Ë c) inx <3ln2 


a E E А _ (x-2e)hx _ 
©) 3 іі-3%)<-вк Dur) -8mx+4<0 d (3-2mx)Q2*mx) | 


me — 
SAVOIR 
e La fonction In est strictement croissante sur |0. +] | 


eona: [nx=0 = х=1]›[пх<0 = 0<х<1] а [Is 0o > 
Pour tous réels a et b strictement positifs :| a =b < Ina -Ilnb | et | a<b = lIna< lnb 


| 

| — ———E TTT ` n ————— 
= SOLUTIONS 

Ау) а) x-2 b) rse? = C) х=е = V2 


O a) L'ensemble de définition de l'équation est Б A | ; nous trouvons : x 23x —], 
3 3 











soit ï= 1 ‚ qui convient. 
> 


$ 2 z H * £ S 9 l 
. . b) L'ensemble de définition est R . L'équation équivaut à: in(x?)- in L =n D'où x = "i 
| To | 


Tei І a . , 
| 4 šoit :x ->.= ; ces deux solutions conviennent 


ku — — con D 


Q» а) L'ensemble de définition est Б al (les conditions sont : x +2>0,2x -1>0,4-x »0) 
2 


id ed In(x - 2) = In((2x 4 1)(4 — x)) 
€ In(x+2)=]n[-2 +9x-4)e x +2 

--2х: +9x-4 <> 2x! -8x+6=0 <> x°-4x+3=0 

Les solutions sont 1 et 3 (1— 4-3 = 0); elles conviennent toutes les deux. 

b) L'ensemble de définition est |0, +] ; posons x =Inx 

Nous trouvons X ^ - 7X +6 =0 ; les solutions en X sont 1 et 6. Donc In x =] ou In x = 6, soit 


x=e ои x= e", solutions qui conviennent. 


(89 a) S = es. o ay Ta СЕ 
» | e j 


= / 
_ =: 4 


b) 5- Wei || car 


-іп| e? | 


ә | N 


с) s=]0;8](car 3n2=1In8) 
(5% a) L'ensemble de définition est Joi] Œs conditions sont : x » 0 et 1-3х » 0) 
73 


Nous trouvons : и(1-зх )< | e1-3 «Le 0<3x3-x +1(car x >0) 
X x 
Le discriminant étant négatif, 3x^ — x + 1 est toujours strictement positif. Nous en déduisons 
l'ensemble des solutions: |. 
3 


b) L'ensemble de définition est Más: Posons X =Inx 


Nous trouvons 3X 2 -8x +4<0 ; cela équivaut à x e |22] 
3 


- 


[= les racines sont dona TT «22 Donc à с РРР ou encore à e` < x < e` ; l'ensemble 
3 3 3 


des solutions est donc ,:.,: 


c) L'ensemble est ul fe? e" (les conditions sont : x > 0, Inx gi Inx #—2) 


Le tableau suivant résume la discussion : 





^ 


L'ensemble des solutions est: 12? :1 0 97:26] 





Déterminer les limites en oodes 
fonctions In 


ENONCES 


Trouvez les limites éventuelles en + des fonctions / suivantes : 
1 
x => x -Inx di: x > (Inx) - x © xn(1+4) 
2 2 
@ x >x (0) x ox Inx -( Inx \ e» x. @D = 
xG ER e x = e 


SAVOIR 


SOLUTIONS 
(аў н lim f = lim du t 58 Ф) ii lim f = lim X ыы - 


1 


En effet : lim е lim — = or = =+œ où y= Ух 


"Gul 7754 (ву 


In Pl 
(9) lim f = lim 
+= X-7>+F 1 
1--- 


2 : 2 x ҮЗ. Жә 


== 


@ um 2**5.. tim À =3> limf = dim — EU 


этә X =? x +2 





= = < = EE, 
А = = | 


| Objectif) Trouver la limite en un point 
Ё Жа de la fonction In 


ENONCES 


.. Trouvez la limite éventuelle en x, des fonctions suivantes : 
In(1 

ЕТСЕ Besse 

Inx -1 

ухх 3% * 

Ori @ Gate 


=] 
Os jx > x DN x -x*); x, =0* a x еее 





>Xo =€ 








SAVOIR 





SOLUTIONS 


кырагы > г» 


xi 


O) imr- lim- I x) = lim Jm са -l ойу-1-х 








(b) limf = lim = et limf = lim - =+% ; limf # limf 
e xe = =] e* x->e* Inx -1 e IR 
Www km, еседі 
0 0* 
et donc f n'a pas de limite en e. 
(9) lim = lim x LX =1 car lim LX =1 
x31 x —] 
In(1+ ах 
9) tim = 1m a/n (L 29 _ ima ІЛУ ту) аойу-і-ах 
-ax-1 yl у- 
—— 


' (9) пу ze -x*=0 
(D) limf = lim Ух (21n x ) = lim 8y (у) 20 ауес у= үх 
| o+ x ->0* y-0* lr 
p = 


Kai 


» G€ "D: T ja i o Ï — — ER E ЄР - 


Ê Montar a qu'une droite donnée est une 
asymptote d'une fonction |n 





ENONCES 


Démontrer que les droites dont les équations sont données sont asymptotes, en + , aux courbes 
représentant les fonctions f associées. 


(D x єз = , Y =—x +1 
x +1 


(bx H> 3x -1-m( 2) , y =3x -1-1n2 
Beggen < A ———— 
SAVOIR 


Si lim(f(x)-(ax+b))=0 (respectivement lim ( f(x)-(ax+b))=0) alors la droite 





d'équation у = ах —-^ est une asymptote de la courbe représentative de f au voisinage de + 
(respectivement — ) 


| | - 
SOLUTIONS 





lim f(x)-(-x+1)= lim In 


dai? x—+= xX->+D x+1 
= lim ne + n[ Ze )- -1= lim Ze 
SZ +1 xx xl 


: X ENS 4 
саг lim — = lim —z1 
xx X + ] хэ+= X 


2x 
lim /(x) -Gx-1-1n2)- lim im =n | 22 


Ф) ux 


= lim -|1n2+n Z -In2- lim - NZ \+о 
х-э-х 7 +7 
— —— 





Jen 


x—+= 










Calculer la dérivée d'une fonction In 


ENONCES 


Trouver les dérivées des fonctions proposées sur chacun des intervalles sur les quelles elles sont dérivables. 


(ауу f x әні. Ki f:x d 5 © In^ x +In(x ? +1) 


mam 





SAVOIR 


Pour tout réel x strictement positif, on а: |}, айы - 


Si u est une fonction dérivable et non nulle sur un se I de = etf la fonction définie sur | par 


Тіку- In |u(x)| alors f est dérivable sur I et on a pour tout rer. ө-т 


SOLUTIONS 


(ауу! est dérivable si et seulement si !* X „ q donc f est dérivable sur ]-1; | et pour tout x < |-1.1[, 
1-х 














1-х 


Yf est dérivable si et seulement si (x+2>0,3-x>0@3- x x 1) donc f est dérivable sur 
]-2: 2[U]2; 3[ et pour tout гері 2[U 2; 3, 


|< Jn(3- x)-In(x+2)| =) Te ñ 


[In(3-x)] (x«2)(3-x)(In(3-x)] 
OY est dérivable si et seulement si x > 0 donc f est dérivable sur [0,+=[ et pour tout x < 0, +f, 


Ўҷх)== 


<> 20. 2х 
DIER x In(x^ +1) 











f'(x)22 тх» 








Déterminer la primitive d'une 
fonction en utilisant la Fonction In 






ENONCES 


Déterminer dans chacun des cas suivant la primitive F de f sur I qui s'annule en х,. 





(b) f(x) -tanx, Г = MES d =Q 
(9 bat [=]; +=| et x, =2 


© ғ FOU = 


et x; -e 





SAVOIR 


Si u est une fonction dérivable, non nulle et a dérivée continue sur un intervalle І alors une primitive 


de la fonction „ , " (x) est la fonction х-зіпшх)-сауес c ER. 
u (x) 








— 
- : ЕЗ 


SOLUTIONS 


©) (х) = LE 1.211.200) avec Цх)-х-1 donc (х) = x *2ln(x-1) +с. 
x-1 x-1 u x) 


F(2)=2+c=0= с=-2 et donc F(x) = x - 21n(x-1) -2 


@ 1-2 ао ux) «In x donc F(x) = In(Inx)c 


Қө)-с-0 etdonc F(x) = In(Inx) 








Calculer une intégrale 
d'une fonction In 





ENONCES 
Calculer les inégalités ci-dessous : 


a) fin: x de^ (bp [x Inxdx ; (©) LES 


SAVOIR 


* fest une fonction continue sur [a, b] et F une primitive de f sur [a, b] alors 





[ f(x) dx= F(b) - F(a) = [FO]! 
* Soient и et v deux fonctions dérivables sur l'intervalle I telles que u' et v 


soient continues sur I. Pour tout réels a et b del оп а 


Tast) dx -[u9.vG)]; - [ тоому) dx 


= c'est la formule d'intégration par parties 


SOLUTIONS 


(а))Оп pose pen (In x) donc Mee 2—In x 


V(x)=1 vs 
: vin? Р р 2[ Lux ах - e - 2[xin x-x[ =е—2 


et donc par une intégration par Рет опа: f In^ x dx =| xIn x | 
Әр” + | 


(b); On pose Bg In X donc и(х)=-— 
V(x) =x 
Их == А А | + 
"o. Ж l e e IÍ x LE 
edd oC Saku M A [хасе ах => | ае) = 
EA — ns 


9 


| AË | donc Wx) = ien. = - 
Ж. r= 


V(x)=1 "T 
Wx)= X I "e 
=< í x l 2 6 
. | In : In - an(x + 1)] d 
< үзі! 


et donc par une intégration par parties on а: | "UE , 2 





Y [| E 
dx =| xin] =Â - | = dx 
ge d = A A 





Objectif Etudier une fonction In 


ENONCES 


| 
Soit f la fonction définie sur ` раг /(0)=0et f(x)=xInx pour tout х > 0 et < sa courbe 
représentative dans un repère orthonormé | 0 ; ;\ 


Montrer que f est continue sur IR, 
Etudier la dérivabilité de f à droite en 0 et interpréter le résultat graphiquement 
(d) Dresser le tableau de variation de f et tracer % la courbe représentative de f 


(d) Calculer l'aire .2 de la partie du plan limitée par С et les droites d'équations : 
у=0,х=16х=е 


a Fe à 


SOLUTIONS 





(2) lim f = lim xInx=0=f(0) donc f est continue à droite еп 0. Les fonctions x> x et In sont 
g х->-с 
continues sur lo; + œ[ donc leur produit f est continue sur ]0; + | d'où f est continue sur R, 


(b) lim f(x)-f (0) -lim In x= — donc f n'est pas dérivable à droite еп 0 et @ admet еп О une demi- 
zr x x—0* 


nneenre verticale dirigé vers le bas. 
(©) f es dérivable sur |0; + оо| et pour tout 


x»0.f'x)-inx-1 quis'annule en € Inx+1>0 S Inx>-1 <S x» e 





lim f = lim xin x= += im E _ lim In x = + 
2 admet une branche parabolique de direction E au voisinage de +œ . 
Pourx»0;f(x)20 = Inx20 e x=1 


F 








Par une intégration par parties on a : 
2 2 


J =| Flim | - Éd 
2 2 








FONCTIONS 
EXPONENTIELLES 
ET PUISSANCES 

















E 


implife 


= E — > — 


r des écriture 





ENONCES 


Préciser si chacune des affirmations est < VRAIE » ou « FAUSSE > 

E D Pour tout nombre a et tout nombre b , e^? zweiwel. 

| (у Pour tout nombre réel a et tout réel b: 2e^* =e” +e”. 

__ (Зуу Il existe un nombre réel a et un nombre réel b tels ше 2e^*^ — e^ +e” 
УП existe un nombre réel а et un nombre réel b tels que e^ 4e? <2е"% . 





= 


— 








= SAVOIR 

Ë 

bert 

Ç е Exponentielle d'une somme: 67” =e" хе” . | 
" е“ 1 

" ° Exponentielle d'une différence: e" =— ; en particulier : e* = 

É e e 

А Е А А a Y axb 

: * Puissance d'une exponentielle : (e ) =е 

ñ 


SOLUTIONS 


Í 1)VRAI ; 2)FAUX ; 3)VRAI ;  4)FAUX 
| (D) е =e" xe et Ve“ xe? = Je? x Je? Ne x de^ =e xe. 
2) contre-exemple : avec a = 0 et b = 1 on obtient 26”! = 2е = 5,44 alors que 
е? +e” =e +e? =1+ e? = 8,39 
6) 2e" =e" +e” équivautà ее +e” Aer = 0 qui équivaut à (e^)! —2е“е* + (e^) =0 
qui équivaut à (е-е) = 0 Avec e^ =e" ou a = b l'égalité est vraie. 
e^ +e” < 2e"** équivaut à : (e°)? — 2e^e^ + (e^)! <0 qui équivautà : (e^ — e^ }< 0 
C'est impossible car un carré ne peut pas être strictement négatif. 


* Lam ы 


Do S ИШ 


\65 ) 






Faire le lien avec le logarithme népérien 


ENONCES 


1 1 
=la- = = -іпі 
Simplifier les nombres suivants: e ^; ln(e ^); e заил 


—— ` D - E 


SAVOIR 





= La fonction exponentielle, notée exp x est la fonction qui, à chaque réel x associe le nombre réel 
strictement positif e^ où e est le nombre réel tel que Ine =1. (е = 2,718 281 828........ ). On a donc 
pour tout réel х: exp x =e" . 

# Pour tout réel x опа: е” >O . Une exponentielle est TOUJOURS strictement positive. 

= Pour tout réel x et tout réel y strictement positifon a : у=е <> lny-x 

= Pour tout réel хопа : lne* =x 


= Pour tout réel x strictement positifona: е" = x. 





1 
. 8 = е” =8 E. | = e"? = 2 е ê = kd eg Sa? =@ > bai = А 


In 3 In(3) 





Résoudre des équations 
et des inéquations 





ENONCES 


Résoudre dans IR, les équations et les inéquations suivants : 


@ ai - e? ; 
(5) e Ae" =0); 
@) é sols 


(d) ei" +2e* <3. ` А 


SAVOIR 


"Eege ННН 
= La fonction f (x) = e" est strictement croissante sur IR. Donc pour tous réels а et 5: 
abs et, vad mee 


En particulier: e^ Z1 <> 4-0; e >ï e а>б: ce cte a<0 






` u. - 





ауу L'équation est définie sur ІК et e" =e аъ-х+7=х+3‹2х=4‹х=2= 

5, = (2) 

(O) & +e * 20$, = f 

(c) ) L'inéquation est définie sur IR et e" <1 <>2Х<0<>х<0->5, = La : 0] 

0) L'inéquation est définie sur IR et s'écrit (e*)” +2e* —3 <0 , c'ést à dire: t” +2t —3 < 0, avec 
t= e* 

Or t^ -2t-3«0 € -3 <t <1, donc: (6) +2e* —3 < 0 <S 


-ó«e' «1e 0«e' «1e x«0— $5, = ]-» ; 0[ 





(67) 








Etudier des fonctions exponentielles 


ENONCES 


@)}Soit Ма fonction définie par f(x) =x -1— 





ы sur IR*. 
e — 

Montrer que f est une fonction impaire et en déduire une réduction de l'intervalle d'étude. 
(2))Soit fla fonction définie par f(x) 2e" +4e ` sur IR. 

Montrer que х=1п2 est un axe de symétrie de la courbe représentative de f. 


x 


o» Soit f la fonction définie par f(x) — 5 





" sur IR. 
e +1 


(4) Montrer que (0 D est un axe de symétrie de la courbe représentative de f 


Soit f la fonction définie par f(x) 2 Inte +2) et c sa courbe représentative.. 
Montrer que la droite d'équation у=х est asymptote à la courbe c au voisinage de +œ . 





SAVOIR 





= - - 


= [a courbe cf admet la droite x= a comme axe de symétrie dans un repère orthonormé si po 


tout xeDf : 
m -хер, 
f(2a-x)- f(x) 


Si a = 0 La courbe cf admet l'axe (O ; j ) comme axe de symétrie. 
= La courbe cf admet le point Q(a ; b) comme centre de symétrie dans un repère orthonormé si 
24x € D, 
pour tout xeDf: š 
f(2a - x)+ f(x) = 2b 
_ Si a = 0 et b = 0 La courbe cf l'origine О du repère comme centre de symétrie. 
= Lorsque lim [ f(x) - (ax +b)]=00n dit que la droite D: y = ax + b est une asymptote 


oblique à cf au voisinage de +œ. lim e = +оо. 


— 


 ——A  — —— T —Ivue © Y= созы > > 











à —2e* 1—е* + 2е* 
(DYPour tout xe IR*, -x IR*, f(-x)2-x-1-— L-—x-1- TAE ct A 
e -1 1-e* е -1 








1+e* *—1+2 2 
Д-х)=-х+— d EE -----/(х)-эГез impaire 
Ss g 1 e =1 


=> D, = |0;+f 
Pour tout x € IR => 2 In2— x € IR et 
° E s | т A 
f(x) me Tale" а E CER МЕ = el? et y aM ot 


= kettir e -4с” Lr -áe" trei = f(x) 








Donc x —in2 est un axe de symétrie. 
(3)) Pour tout x eR = 2x0—x=—x e IR et 

















-х е* zt e 1 e 1+е* 
ЈС) t f(x) xc EE. ET, E ergeet a ылары 
1+е* Lei 1+е* 1-6 е*+1 Le 1+е 


Donc 5) est un centre de symétrie 


@Df(x)-x=Inl e 1-267) |- х= Ine -In1--227) - x = А - n1 227) A 


X40 


Or lim 2e * = lim — Чой lim (1+2e*)=1 et lim In X =0 donc lim /(х)-х-0 
x0 X40 => X+ 





au 
Log) 


Comparer des fonctions 





ENONCES 


(1) Démontrer que pour tout xe IR, e> 1+x. 


2 
x 
2) Démontrer que l'équation е = 1 + x + P n'a pas d'autre solution dans IR que zéro 


— Q1 | 


SAVOIR 





= Pour résoudre des équations ou des inéquations f(x) = g(x) ou f(x) <g(x), il est quelquefois utile 
d'étudier les variations de la fonction f - 2. 


= Penser au théorème des valeurs intermédiaires pour résoudre les équations de Іа forme f(x) = 
avec k réel. 


lim e = +0; lim “= +o (n21); lim e*=0 
2->-І z— ж x—— 





1 





(1) Soit f la fonction définie par f(x)—&^ —1— x . f est dérivable comme somme de deu: 
fonction dérivables ( la fonction exponentielle et une fonction affine) f'(x) = e* -1 
f'x)20Se-120S 8 21S x20 ; Д0)-0; lim f(x) 2 et 
š | е 1 

lim f(x)= lim х(----1)-->х 

X zm a х 

эмесе шиша 


COTON 


"= 








La fonction f presente un minimum absolu égal à zero donc pour tout réel x, f(x)2 0 et par suite 
pour tout réel x, e` >1+х 
2 
x ooa 
(2) Pour démontrer que l'équation e = 1 + x + - n'a qu'une solution dans IR, on étudier les 


2 2 
variations de la fonction g définie par: g(x) 2e" -1 —x SEN = f(x) = A 


g est dérivable comme somme de deux fonctions dérivables : 

pour tout xeIR g'(x)= f'(x)-x=e*-1- x= f(x). 

D'après la question 1), f(x)> 0 pour tout x de IR et f ne s'annule que pour la valeur de zéro. 
Donc la fonction g continue est strictement croissante sur IR. 


et gR) = | lim g(x); lim gel 


bo 4 
lim g(x)= lim xË; =L eoe; 
lim g(x)- lim ai: je 
donc g(IR) — іш g(x) ; lim aal =R or 0 «ІК Donc g(x) = 0 admet une unique 


solution et g(0) — 
2 


— d ; è : 
=> L'équation € = 1 + x + >. n'a pas d'autre solution dans IR que zéro. 





Œ) 


Çimpli6er des expressions algébriques 
contenant des puissances 






ENONCES 


Simplifier au maximum l'écriture des réels suivants : 
GER = 93 

125 95; P CR 
1-іпе 


SAVOIR 





1 
En utilisant la définition pour xe |0 : +] ; Yx = x" ( n > 2) puis les règles de calcul sur les exposants. 








2 1 2 1 


£ L 2 Ee MM 
A=5 x (25) =5° x 65 25 x5 =5 














Résoudre une équation différentielle 
du type Y=Ky (KER) 


ENONCES 


Trouver les solutions qu'admet l'équation différentielle у + у 105 —0 sur R 


— 


= Soit K un nombre réel, résoudre l'équation différentielle у = Ky consiste à déterminer toutes les 
fonctions f dérivables sur R telles que pour tout nombre réel x, f (x) = K f(x). 


= Les solutions de l'équation différentielle y = K y sont les fonctions f définies sur R par 


fx) = Ce“oùCeR.. 
Pour tout couple (x..v.) € R , l'équation у = Ky admet une solution f et une seule telle que 


f(x.) = y, 


SOLUTIONS 
y + yln5 = 0 у = -yln5 


e y=y (+) 
а 
On reconnait que cette équation est de la forme у = Ку, ses solutions sont donc les fonctions Ё 
dérivables sur IR раг: 
X ші 


f(x) =c e `” ойсеК 


1 
ш; х D 
=c (e >)” ойсек 


=p 8 où ce R 
5 









Résoudre une équation du type 
Y=ay+b où a, bcm 





ENONCES 


Trouver la solution de qu'admet l'équation différentielle 4у' — y = 6 qui prend la valeur 4 en 0. 


SAVOIR 





Les solutions l'équation différentielle y' = ay + b avec a = 0 , sont les fonctions f définies 
sur R par: f(x) = E е" D ой C e R- 
a 





Cette équation peut s'écrire sous la forme y = l, + 3 , elle est de la forme y = ay + b 
4 “2 
(а= Jl b= 3), ses solutions sont donc les fonctions : 
4 2 


fix f(x)=C e" —. ,soit dans notre cas: 
a 


| 
f:x— f(x)2C e*-6 ой CeR 

Nous pouvons maintenant déterminer la valeur de la constante C gráce à la condition initiale 
imposée f (0) = 4onadonc:C—6 = 4 soit C = 10 


E 
La fonction f cherchée est donc définie sur R раг: Zeie ii ei —6 





Lei 


Résoudre une équation différentielle 
du 1*' ordre avec second membre 






ENONCES 


Résolution de (E) : y + 2y = č + 3 
( а) y Résoudre l'équation (E) : y + 2y = 0 
( b)» Déterminer a ег b de facon à ce que g définie sur R par g (х) = ае" + b soit solution de (E). 
(c) Y Montrer que f est solution de (E) si et seulement si ( f — g ) est solution de (Е). 
(4); En déduire les solutions de (Е). 


SAVOIR 


e—a | 
L'énoncé introduit une équation différentielle ауес second membre et pose des questions destinées à 
le résoudre. Ces questions sont pratiquement les mémes, mais n'est pas forcément le méme ordre que 
ce lui donné dans le principe suivant : 

Principe : pour résoudre l'équation avec second membre (E) , on demande de : 

(a) Résoudre l'équation sans second membre (E) 

Montrer qu'une fonction g est solution de (E) 

2 Montrer que f est solution de (E) si et seulement si (f- g) est solution de (Е'). 


En déduire les solutions de (E). 


— - 










(Әу On applique la propriété да cours, om trouve que les sokuioas de (E) sont ks fonctions 
(x) = Ke? ,Ke z 
(b) Le principe de ce genre de question est de remplacer y par g et d'identifier alors les constantes. 

g est dérivable sur R etg (х) = ač , on en déduit que : 

f (x) + 2f (x) = ае + 2 (ae! + b) = 3ae* + 2b , f sera donc solution de (E) si: 

Зае* + 2b = ех + 3, c'est-à-dire, si a et b vérifient - 

= 1 C'est-à-direa= Í et b= ; on a donc : g(x) = Í е + 
3 





һм | 


һә | Lo 


2 
2b = 3 
( f= g) est solution de (E) <> (f-g)' (x) + 2 (f- g) (х) = 0 
<> f (x) + 2f(x) = g'(x) + 2g (x) = е + 3 ( car g est solution de (Eu 
<> fest solution de (E). 
(d)) f solution de (E) <> ( f — g) solution de (E) <> f— g = f, 
<> fest définie par: f (x) = f(x) + g (x) = K e> + le43. 
3 


- 





\ 
\ 
Lon 





. Résoudre une équation différentielle 
du second ordre 


ENONCES 


Soit i equation ditiérentielle (E) : 4y" + 9y = 0 

(Résoudre l'équation différentielle (E). 

2 }Soit f la fonction qui est une solution de l'équation différentielle (E), et dont la courbe représentative (C) est 
donnée ci-dessous. On sait que la courbe (C) passe par ( T X2 | et qu'elle admette une tangente horizontale au 


point d'abscisse 6. 
a) Donner les conditions initiales sur la fonction f par lecture graphique. 
b) Donner l'expression de f. 

(3) Vérifier que pour tout réel t , f (9) => s EIE 


A 
+ * 





L'ensemble des solutions de l'équation différentielle y" + œ y =0(we F) 
est l'ensemble des fonctions définies sur R par f (x) = А соѕ(ох) + Bsin(ox), A, B € R 





Uy 





(О) 0 =Acos (24) + Bsin 3) A. Be R (D: yr =0) 
5 
Ga 12) = 45 t= 0 (L2) 0 P (Z).= 0 
6 2 6 6 
f(Z)-J2 ( A+B (f() = _3A cos(3,)+ 3 Bsin (24) 
6 2 2 2 2 


= S A=B=1 
f(Z)=0 | А-В=0 Ainsi f(t) = cos (34) + sin (24) 
6 2 2 


Э}: = Nat Ede , COS С = 4.2 sac = 1 42 : Фойс- Z 
2 4 


2 


Ainsi f =r cos (3, -c) = з cos (3, 452 
2 2 4 








COMPLEXES 





— Hn 


N 
79 | 


Ecrire un nombre complexe 
sous forme algébrique 





ENONCES 


Ecrire sous forme algébrique les nombres E suivants : 


DAS, pires pgs: Q»6-)y . ee ey" 01-0)" 





SAVOIR 


— » _ 





Pour tous réels x et y : (x+iy)(x-iy) = x «y? ; le conjugué de z = x + iy est z=x-iy. 


P (Cf =-1 et i(-i)=1 (Lei) 22iet (1-1) == 


Nous multiplierons le numérateur et le dénominateur des quotients par le conjugué du dénominateur. 


| x ziy f = (xt -y*)e2ixy| im me a =ï pour tout (nir) N° 


Les régles d'addition, de multiplication et de puissances connues dans R se prolongent à C. 











арсланы „с --- 


а i >> 


SOLUTIONS 
4: _(2+5i)(7+i) _ а е. г 


7-і (7-1)(7-4) 750 50 
ДЕ Ph c 
(b)) esae is) SECH 
1+1 1-і (lei -(1-i) 2i-2i 
1-7 Pee (1-i)(1+i) 2 
(O) (2-34) 24-9-2ix6--5«12i 
(O) (5-1) 225-1-2ix5- 24- 10i 
ау ("* Y) «(q-»)" a-3 -Q3* «(c2)"5(-;) 





-0 





4х251+2 
= 21005 195 (1 STE i) = 21005 ; 1006 = 21005 





u waw. 


(80) 


Ecrire un nombre complexe 
Sous forme trigonométrique 





ENONCES 


Déterminer la forme оле des nombres complexes suivants : 


5 Л cT Л 
zE леса ы sin—:; z i ЫЙ et z' сі а атса. 
5 7 7 9 


SAVOIR 
= Soit M(z) un point du plan distinct de O.( z = 0) 
r est le module de z, on note : r = z| (r >0) ; 
Ө est un argument de z, on note : arg(z) = [27] 


Dire que M(r, Ө) a pour coordonnées polaires (r.8) 


Н 
Е БЕЛЫЕ 


(o ОМ) = 6(2л) 


= Sin x 


i 


sin(-x) = -sinx 


7 Pour tout réel x, опа: |cos(-x)=cosx |cos(r+ x)=-cosx |° cos 2- 
sin(7+x)=-sinx vi 





Лл .. Т Л = Л 
z=2| cos—- іѕіп — |= 2 со =Z ) + isin( =Z) 
| 5 À | 5 5 


| d Ж | d 8л 8л 
z'=cos| x 4 — |+isin| z + cos— + isin — 
7 7 7 7 


? NW. WE o gy. Ж 7л 7л 
z"=cos| ——— |+isln| —— cos — +isln— 
Ë 3 É =) 18 18 





Ecrire un nombre complexe 
sous forme exponentielle 





ENONCES 


(D) Mettre sous forme ехропеппейе ies nombres complexes suivants : 


КЕ. -(V6 -i42) 
46-2 m (1-4) 


Q) Soit xc Ë z: Mettre sous forme exponentielle 
2 


6- INT. амалы 


z, =1Żitanx , 2, =cosx-sinx+i(cosx+sinx) €t z; =(i+ tan x) 
1-itanx 


— 
— — ` - 





On note : =" = соза +i sing Par conséquence on а: pour tout z = С 


z =r(cos8 sint) =ir.8] = Fe" forme exponentielle de z 
Cobérence et efficacité de cette notation : L'avantage de cette notanon est que, connaissant déjà 
beaucoup de propriétés de Із fonction puissance. nous allons pouvoir < en oublier > la plupart de celles 
des arguments. En effet, les propriétés suivantes nous permettra d'en retrouver la grande majorité, voire 
ce — e) -s 





‚з= = e" pour аке 


Une ecriture т e? est ипе юғте exponentielle ssi г > 0 
x z z X 
3 = Š ee E — - -j= 
І-е”,-і-е”,і-е:,-і-е ? ігі-,2е:,1-і-/2е : 


3z Шы. 
-l+i= et et -1-i 20238 





(52) 





e» {= 6*2 - 8-242 i z= wa $- ^2 al Z) + isin(- Е-е 


" SL 
ез!| 22 e ) E жы 
p! en = ss e: -У2 Jus za 20% et " | - _ е^ x8e 3 e 3). a 
z 4 - „л ie 
242e 5 = $e? 


. Sinx 
1 D 1-і іх 
(2)  i-ritanx COSx _ cosx-isinx _ e i(x+x) _ „i2x 
1 e n 
1- itanx 1; SIN X cosx-isinx е! 
cos x 
2, -Ccosx-—sinx-icosx-isinx = cos x + i sin x + i cos x —sinx 


=e" +1(соѕх+іѕіпх) =е* +ie™ 2 (14 i)e^ 


ог NP alors z, = V2e i.q 





-1 (e^ y = È ee x = 1 г?) 


[ : (cosx-—isin ))9 
Z, =| == sx-—isinx = 
ч cos x т 2 


COS" x cos” х cos! x 










Utiliser les formules de Moivre 
et d'Euler pour simplifier et linéariser 
des polynómes trigonométriques 





ENONCES 


(1) 0 désigne un réel. 
a) Exprimer cos4Ó en fonction de cos @ 


b) Exprimer sin 40 en fonction de cosÓ et sin Ө 
a) sin^O b) cos?OsinÓO с) сіп? 0 cosÓ (vous pouvez utiliser b) 


SAVOIR 





= Formule de Moivre : Pour tout 9 - 2 er n eN, cos(n8) +isin(n9) = (cos + isin8)" 
Formule de binôme : Pour tout (a,b) < R` алем (arb - Yet 


Exemple : Pour n 2 4 , (a BI =a - 4a b- 6a b? +4ab° +b* 





cos 40 + їзїп 40 = (cos + isin&)' d'après la formule de Moivre. 
Développons : (соѕ0 + isin) =cos* 8 + 4icos° 8sin d — 6cos' Asin? 0 — 4icosÓsin? 0 sin? 0 
Donc (050 + jsing)* = (cos* 8 — 6cos? 8 sin? 8 +sin* 8) - i (cos! Өзїп d соз Өзїп` Ө) 
Partie réelle Partie imaginaire 
En identifiant parties réelle et imaginaire, on trouve : 
a) cos40 = cos" d – бсоѕ? 8(1-— cos? 8) (1—cos? Ө} 2 8cos 0 -8cos? 0 +1 


b) sin4Ó = 4cos! Asin — 4соѕӨѕіп? 8 





) 











en «2e (e* es =e" 2g A оїб -e") 


Q0 V ( _„-ю 
b) cos? sing =| £— € Е се 
2 і 8; 


36 -i30 D =i 
„2, (EL | H Gin sino) = sin 30+ ing 
4 2i 2i 4 4 4 
4 | 
C) сіп: Өсоѕ0 = cos? É - 9 | ніп Ë - o) . 
2 2 
Utilisons le résultat de b) , en remplaçant 9 par 2-6 - 


sin? 0со50 = 1 sin| 22 230) + si| Z- d 
4 2 mu 


= -1<о550 + cos 9 





Ecrire e” + ev 
sous forme exponentielle 


ENONCES 


Soient Ө ег Ó' deux nombres réels. 
Ë ; m | 
(a)yrransformer е! + e^ enfactorisant раг е 2 sous la forme re" où r et o sont des réels 
47 


(b)YEn déduire la forme exponentielle des nombres complexes E V > 2'=е -letz"-e 


E 
? ri 


,2-8 .,2-8 ECH 


Appliquer les formules d'Euler 
al 


z=e5 же" -2со5--е 19. cos—>0 car =e 
10 10 10 


Зл i= 3л 37 
7 z2cos——e ". oce gae СЕ 
14 14 14 


z'=e" +e 


2° a 


I. 197 -i$ (äs 47x) ЕЗ 
"=e2+e 9 -2с05--е  =-2cos—e "/^z-2 c—— Va cos 127 « 0 car 197 € z 3% 
36 36 36 16 16 








Résoudre des équations complexes 
du second degré 


ENONCES 


(1) Résoudre dans C les équations suivantes : 
a) z!-6z410-0 b) z?^«iJ3z-i-0 O z? -2(1+2i)z-3+2i=0 


(2) Soit Ө un réel de C Roni dane C , l'équation (E): z? + (2isino)z - 2icos0 = 0 


Soit a e C. Vérifier que z'= «a+ i est solution de l'équation z^ – (1+ a)(1— i)z - (1 ous 
puis déterminer l'autre solution z". 
— be ` 


SAVOIR 


= Soit a, b et c des nombres complexes tel que а = 0.L'équation az° +hz+c=0 admet dans С, 
-btó 
a 
= Soit a, b'et c des nombres complexes tel que а = 0. L'équation az^ + 2 b'z + c = 0 admet dans 








deux solutions (éventuellement confondues) - — avec А = b^ —4ac = ó° 


eI 


. DH т '+ r d =. 7 
C , deux solutions (éventuellement confondues) - = bó avec A'=b"-ac=6" 
a 





H 3 ` d Е 2 

= Pour tout (x, y)e R^, x - у +2іху=(х+іу) 
Soit a, b et c des nombres complexes tel que а «0. Si ='et z" sont solutions de l'équation 
az -bz-c-0 alors ¿a H сәсе 
a a 


SOLUTIONS 


(у а) z? -62+10=0; A'29-10--1- i? donc ó' = i et les solutions sont 3 = j et 3-; 
b) 22 +I 5z-in0 ; A=-3+4; =] -2 «2ixIx2- (142i) donc 5-1--2; et les solutions sont : 


4441421 А | 2 hdd =A IE 
"idi N fl Аы ке Ween, NT b. LAT 
2 r1 3 2 + 14 





C) z? -2(1+2i)z-3+2i=0 ; A'=(1+2i) +3-2i=2i=(1+i) donc ô'=1+ i 












et les solutions sont :1 -2i -1-i 223i et 1+2i-1-i=i 
(уа=1; b'-isinÓ ;c--2isinO ; 
Ais b? — ac = -sin? 0+ 2icosÓ = cos! 0 - 14 2icos0 = (соѕ0 i)" 
donc ô'= cosÓ + i etles solutions sont : 
-isin +с050 += cos - i(1-sin8) et – і ѕіпӨ —-cos0-i- –со50 - i(1- sin) 
Q (a+i) -ü-a)0* (ai) Qai 
=a -l+2ai-a-ia+l-i-a -ai-a i+a+i+a i=0 
Donc z ' est une solution de l'équation 
Опа z'+z"=(1+a)(1+i)=1+i+a+aidonc z"=1+i+a+ai-z'=1+ai 





Résoudre des équations complexes de 
troisiéme degré 


ENONCES 


On considere dans C l'équation (E): 27-2 3 +1022 +4(1+i V3 )z-8i = 0. 
Montrer que (E) admet une solution imaginaire que l'on déterminera. 


(b) Résoudre dans C l'équation(E). 


SAVOIR 


— — ———— cF sC Á———————— 
Un nombre complexe z, est une racine d'un polynóme P de degré un entier naturel non nul n et à 
coefficients complexes si et seulement si Р( 2, ) = Osi et seulement s'il existe un polynôme Q de degré 


п-1 et à coefficients complexes tel que Р(2)-(2-2,)хО(:) 


(soit yeR . yi est une solution de (E) si et seulement si 
(yi) -2( 3+i) (yif +4(1+i 3)(yi)-8i=0 
soit —i y? d'St 48 +1) + Ayi (Y + i V3 )-8i 2 0 
soit (2/3y* - 443y) « i( -y* + 2у? >4у-8)-0 qui équivaut à 
dede a — |243у(у-2)-0 
-y! + 2у? +4y-8=0 -y° + 2у? -4y - 8-0 
-0 -2 
<% Ае <> y =2 
-y! +2y* -4y -8-0 
«Бопе Zi est une solution imaginaire de І equation (£) 
2° -2(V3 +1) 22 +4(1+i V3)z-8i=(z-2i)(az? «bz + с) 
-а2” -(b-2ia)z + (c — 2ib) z - 2ic 
del 
b-2ia- -(N3 +i) br 
Par identification on а: Е eib--245 
c-2ib=4(1+i3) |0, 
—ic = —8i 





D'où (E) <>:-2і-0 ou z -2438z-4-20 => =T ou z=\3-iouz=J|3+i A=-1=#7 


(89) 






Déterminer les racines niémes d'un 
nombre complexe 





ENONCES 


1) )Déterminer les racines carrées de 9 + 40; et les racines quatrièmes de —7 — 24; 


Qy)Déterminer a) les racines cubiques de l'unité Б) Les racines quatrièmes de 16e ° 


SAVOIR 


* Tout nombre complexe non nul admet deux racines carrées opposées. 
La recherche d'une racine carrée d'un nombre complexe а + bi sous forme algébrique ca revient à 





2xy =b 


déterminer un couple de deux réels |<») vérifiant | et donc x + і vest une racine de ¿+ bi 


x-y =a 
= Les racines niémes d'un nombre complexe non nul z sont les solutions de l'équation complexe : 
z =Z. pour tout n< N` 
= L'équation 7 =Re* (oü R > 0) admet exactement n solutions qu'on note z, où k < {0,1,...,n— 1] 
telles que z, -9Re = (ой ун est le réel positif qui puissance п égal à R) 
= Les racines nième de l'unité sont les solutions de l'équation z^ = ! c'est-à-dire les 
z, oü k € }0;1,.:..п — 1j telles que z, эсс; 


| 
| 
| 

—— -— n ik; 
= "i 

= 
| 
| 
= | 
Е а | 
has ji E d | 
ы 










à» 940i 25! -4 « 2ix5x4- (54i) donc les racines carrées de 9 + 40; sont 5 + 4i et -5— 4i 
Comme 2* =-7-24i © (z? ) - —7 - 24i alors les racines quatriemes de —7 — 24; sont les racines 
carrées de ses racines carrées. Commençons par déterminer les racines carrées de —7 – 24; 

-7-24i 23! - 4! -2ix3x4- (3-4iJ donc les racines carrées de —7 – 24i sont 3- 4i et —3 + 4i 
3-4i-2! -Y -2ix2x1- (2- iJ et-3«4i- -(3- 4i) -(i(2-i)) =(1+2i) 

Donc les racines quatrièmes de —7 -24isont 2-i, -2+і, 1+2 et -1-2i 


iz 


.2kx 1: i 123 
@) 9 Les racines cubiques de l'unité sont les z =e 3 oùke {0,1,2} soit: 1, e? ete 3 =e : 


5 әкі 
: 





2 (x Q 
T H Heel. 
b) Les racines quatrièmes de 16e? sont les z, = 4/16 e + -2e " ?/ ой k e {0,1,2,3} soit: 


2e" , 2e" , 2e V" et 2e " 





— Q 
EA 


Résoudre des équations 
avec Changement de variable 





ENONCES 


Résoudre dans C les équations suivantes : 


ix3 
(D) z' +5z2+6=0 ©) = (DF -i=0 ©) 1-2". «(P (E -0 


1 


Soit a, b et c des nombres complexes tel que а = 0. 


Si a+b+e=0 alors 1 et < sont les solutions de l'équation a z? - 5 z +c - 0. 
a 


Si a-b-c-0 alors —} 4 sont les solutions de l'équation a ° - bz - c - 0. 





(a) yPosons Z =z? ; l'équation équivaut à : Z? +57 +6=0 ; il y a deux solutions, égale à —2 et —3 , soit 
2P "ë ir о donc quatre solutions : ; 2 . -; 4/2 3. -i3 
(b)) Posons Z = г) ; l'équation équivaut à : Z? «(1-))Z-i-0 ; (17 (17i) - i 0) il y a deux solutions, égale 


z. 2kz x 2kx 
à —1 et i , soit е PCR ; de racines cubiques respectives Ае ЕРТ =; NRR оба 


„52 


Ei z 3 jz 
existe donc six solutions : e? , e" e 3 еб её е? 
(© Aen posant z - 2*7 on se ramène à 1- Z - Z? +Z? - 0. 


2—1 





Or: 1i-Z«Z - 2 = (1-2)(1+22) Donc: 1-Z«Z -Z 20e Ze1 ou Z° --1eZe(Li,-ij 
г ч :%2 АЗ š 
Par conséquent : E -(#) „б Zen, i,- i) 
2-і (2-1 2-1 2e 


De plus : Il РРБ РАИ et z #i < 21 = 0, се qui absurde donc il n'y a pas de solution dans ce cas. 
ze 


Т Le ШТ” SEH E j z+i š 
Puis: ——=jéz+i=i(z-i) et z # < z-lEnfin: ЕТІ. ic z+i=-i(z-i) et zie zz-—l 
Z=t 2-і 


e 22 KK 
L'ensemble S des solutions de l'équation j Z+} + ES (аш = est donc : | Sall H 


z-i z-i z-i 





Interpréter algébriquement 
la Colinéarité et l’orthogonalité 











de deux vecteurs 
ENONCES 
Trouver les ensembles des points M dont les affixes z vérifient les relations suivantes : 
Tie | Gen 


2—1 


SAVOIR 


Théorème de rapport des affixes de deux vecteurs : Soit W et HW. deux vecteurs non nuls. 

aff Ur. = <> W et W. Sont colinéaires | atri, AN): a es W er И: Sont orthogonaux 

af (F.) af (v) 

Recbercbe d'ensemble des points géométriquement : 

+ L'ensemble des points M d'affixes z telle que 417 e: 8.17 sont colinéaires est la droite ( АВ) 

e L'ensemble des points M d'affixes z telle que 4М L BM est le cercle de diamètre | 45] 

e L'ensemble des points М d'affixes z telle que 1/4 = МВ est la médiatrice du segment | 48) 
L'ensemble des points М d'affixes z telle que 4\/ = Z est le cercle de centre А et de Rayon R. 

° L'ensemble des points М d'afixes z telle que | z17 ` 216) =9[2-] est: 





° L'arcorienté 48 privé de Aet B du cercle tangent à | 47) tel que (27 ` 28) elei Si 8 =]-=.0[ 
° L'arcorienté 84 privé de Act B du cercle tangent | 47) tel que (27 ` z5)=6[2z] sí 6 < el 
La droite ( АВ) privée du segment | 48] si 9-0 e Le segment | гв) privé de À et B si 9 =7 










@ eas 
z-l 


avec A(1) et B(2i) ce qui signifie que m et donc l'ensemble cherché est le cercle de diamètre [ 45] 
M = À 


CDR 2 (ев ы 278 
- 2-2, Жан 





- iz+2 A  (-iz*2) mr 05 — 
privé de A ` -eiR e e 3 le iR > ЕЕ 
т — — 














@ +: Mie. nd t je < ЖШ -8M =m avec A(1) et B(-2i) 


_ -—- 


ce qui signifie qu de et BM sont colinéaires = a P ensemble cherché cst la фойе (АВ) privée de À 
* А 








GÉOMÉTRIE 


DANS L'ESPACE 





| ES 






Remettre en jeu les relations ` 
d'orthogonalité dans l'espace | 





ENONCES 


Dans un repère orthonormé dans l'espace, on considère les pointsA(1. 1, 3) ;B (42 «1,0.2) etC(42 « 1.2.2). 


Calculer AB, AC et l'angle CAB. 
Que peut-on dire du triangle ABC ? 


SAVOIR 


^ Soient м et v deux vecteurs non nuls de l'espace. 
Soient А, B et C trois points tels que и = АВ et у= АС. 
Alors  : v = 1 x 


= L'espace est muni d'un repère orthonormé[ O.i. j, k) ; 













|х соз BAC 





y 








Soient x et у deux vecteurs de coordonnées respectives (x.y.z) et (x'.y'.z') dans la base 
- orthonormée( i. j, k ) . 
v= ХХ'+ yy'+zz': 


: points M x, y. z ) et M'(x',r',7!) . ММ'= (x - x)? x (y y} (2-2): 








aB(J2.-11) e ac(42.1.-)). 


D'où AB? = AC? =$ 4B = АС = 2, puis AB- AC - 2. 
Comme AB- AC = ABx AC xcosCAB , nous obtenons cos САВ = 
Le triangle ABC est donc équilatéral. 


1 : 5011 CAR E 
2 3 





— 







Utiliser la notion du produit vectoriel 
pour montrer que des points 
de l'espace sont alignés ou coplanaires 





ENONCES 


Soit (0. i, j, k jun repère orthonormé direct de l'espace. A(1, 1, 1) ; B(3, 4, -3) ; C(2, -3, 6) et D(2, 19, -22). 


( 1.» Déterminer les coordonnées du vecteur AB л AC. Les points A, B et C sont - ils alignés ? 
\ 2.) Calculer le produit scalaire( 48 л AC). AD. Les points A, B, C et D sont — ils coplanaires ? 


SAVOIR 


=° Soient x et v deux vecteurs ‹ de l'espace. 

On appelle produit vectoriel de и parv, le vecteur noté и ^ v défini ainsi : 

* Lorsque u et v sont colinéaires, илу= 0; ; * Lorsque u et v ne sont pas colinéaires, 
-u A У est orthogonal à u età v (direction) ; 

(0, v, и AV _) est une base directe (sens) ; 

-jju ^Y |= Іш! DEER ‚ V) (norme). 

F Quels que soient t les vecteurs 1 , v, w et le réel a : 

ули =. UAY; ° (u) ^ v = au AV); eu A(V + и) = пилу +ил и. 
æ Soit (i, j.k) une base orthonormée directe. 

Les coordonnées des vecteurs u, v etu ^ v dans cette base sont telles que : 

Si u (x, y,z) et v (ху +z) alors и ^ v (yz'- zy' zX'— xz", gei 


= Le produit vectoriel и ^ v est nul si et seulement si и et v sont colinéaires 
De ce fait A, B et C sont alignés si et seulement si АВ ^ AC =0 


= L'espace est muni d'un repère orthonormé direct (О, ij. k). Pour tous vecteurs u, v etw: 


“(и ^ v). w=(v ^ w)-u = (w ^ u)-v = det(u, v, w) 





AB(2,3,-4), АС(1,-4,5) et АБ(1,18,-23) 
em AB ^ AC(-1,-14,-11) #0 = A. B et C ne sont pas alignés. 
62) (48 A AC 4D = - 1- 252 + 253 = 0 => A. B. Cet D sont coplanaires. 





Mettre en œuvre la définition du 
produit vectorie| de deux vecteurs de 
l'espace pour déterminer l'équation 
Cartésienne d'un plan 


ENONCES 


Dans un repère orthonormé dans l'espace, on considère les points (2. 1, - 1) ; B(0,1.1) etC(3,0,-2). 
Déterminer l'équation cartésienne du plan (ABC). 


SAVOIR 


= AB a АС est normal au plan (АВС). 
= Soit un point de l'espace et п un vecteur non nul. 


L'ensemble des points M de l'espace tels que AM -п= 0 est le plan passant par À et de vecteur normal n 


Nous avons 48(— 0.2) et AC(1,-1,-1), d'où АВ ^ 4С(2,0,2). Ainsi n(1,0,1) est normal au plan 
(ABC). Avec M (x. y. z). la condition AM -n =0 s'écrit alorsx + z - 1 = 0 (équation du plan (АВС)). 





Appliquer la notion du produit 
vectoriel de deux vecteurs de l'espace 
- pour Calculer des aires, des volumes 


et des distances 
ENONCES 


L'espace est muni d'un repére orthonormé direct, KREE 


On considère les points А(-1, 4, 5) ; B(0, 1, 1) ; C(1, 4, 0) et D(-3, 5, 0). 
( 1.) Calculer l'aire du triangle BCD 
( 2.) Calculer le volume du tétraèdre ABCD puis la distance de А au plan (BCD). 


SAVOIR 


M ns == T > .-= — , ad 
= Lorsque ABC est un triangle, оп a établit en deuxième que l'aire 5 de ABC est donné раг: $ =} besin 4 
2 
ТЫЗ. Кок == — | m 
* Cequisérit: s =| Ac] x [ag] x in ВАС = Aire (АВС) = ав ^ АС 
2% 2 
* De même en présence d'un parallélogramme ABCD, on а: Aire (ABCD) = [4B ^ АБ 
* Le volume d'un tétraédre ABCD est V = “(вс x BD) BÀ 
6 


= La distance d'un point A à la droite р(в,и) est d = E 1 
и 


(2 BC(1,3,-1) et BD(-3,4,-1) => BC ^ BD(1,4,13) = Aire (BCD) = вс x BDI = v186 
2! II ә 


(2) Le volume de ABCD est Үл “(вс ^ 8D). вд ВА(-1,3,4) тета 63 21 


`= 
On peut considérer le volume comme étant V = 1, Aire(BCD)x d( A,(BCD)) => d(A.(BCD)) = 2 IN 186 
3 62 
NB: si Alte yo, z,) et P: ax+by+cz+d -0 alors а(4 py - le + bY : dl 
la? 4 { 
Cherchons l'équation du plan (BCD) : BC ^ BD(1,4,13) vecteur normal 
* (BCD) : x + áy + 13z + d = Oet B (0, 1, 1) є (BCD) > = - 17 


=> (BCD) : x + 14y + 132-1720 &(1,4,5) = qiu (pcpy- 217247135171 | 63. 214186 
JE +42 +13? У186 62 





Déterminer l'équation d'une sphère en 
utilisant sa position relatiVe par 
rapport à un plan donné 


ENONCES 


Dans un repère orthonormé dans l'espace déterminer l'équation de la sphère de centre A(1, - 2, 4) et 
tangente au plan d'équation x + y + z - 2 = 0. 


- 
= 


SAVOIR 


Soit 5 une sphère de centre ^ et de rayon R. soit P un plan et H le projeté orthogonal de A sur P. Опа: 
e PAS = Ø si AH > R (P et S sont dits disjoints) 

e PAS = {H} si AH = R (P est tangent à 5 en H) 

PASS (плен) si AH < R (Р et 5 sont sécants suivant un cercle < ) 


d(A, P) = 1-2-4-2 a 7 
3. < 45 


La sphère et le plan sont tangents si et seulement si R = 


e 
45 


Une équation de la sphère est (х-1):-(у-2):-(2-4): 





Utiliser la Calculatrice ( Casio fx 570 ES ou 
fx 570 ES plus ou fx 991 ES plus) 


a Ge 
Le mode VECTOR @ (5) 
VECTOR comme «vecteur» est le mode dans lequel il faut mettre la calculatrice pour réaliser des calculs 


vectoriels. Il s'obtient en pressant successivement la touche et la touche ER 


3-6 

HE 
8000050950095085 
“Enregistrement de le vecteur BC 


590990095956 


MATRIX comme « ob ruv ——— 
des calculs matriciels. Il s'obtient en pressant successivement la touche o et la iue 9 


Déterminant 
2 0 1 
Soit AB| 3 |, AC| 1 | e AD| 1 
7 2 1 


dét( AB, AC, AD) - —3 
Enregistrement de matrice А 


x ттт 


QPour calculer déterminant de А 
“Оп trouve det(A) = —3 


eec 








PROBABILITÉS 







Interpréter un arbre de probabilités 





ENONCES 


Une expérience aléatoire est représentée par l'arbre ci-dessous ой А et B sont deux événements, А et В leurs 
événements contraires ; 
A B 3) Que représente les nombres x et y ? 
a d b) Compléter cet arbre. 
2 B ZS Exprimer p(B) en fonction de x et y. 
é Z. B Quelle relation doivent vérifier x et y pour 
— que А et B soient indépendants. 


SAVOIR 
т Pour tout événement А, 


= p(B)- p(A)x р( B| A) + DEE DEE C'est le principe de probabilité totale. 


= Aet B sont 2 événements de probabilité non nulle. 
* Aet Bsont indépendants lorsque la réalisation de l'un ne change pas la réalisation de l'autre. 
. GO B sont s nigra: s et seulement si D Ge ou р(В|А) = p(B) ou p( AN B) = p(A)p(B). 








z lis somme des probabilités des des Бас issues urn méme nœud est 1. 
= La probabilité de l'événement correspondant à un trajet est le produit des probabilités des différentes branches 
composant ce trajet. 


P(B) = 0.2х + 0.8y 
A et B sont indépendants <> р(В/А) = p(B) 


€» x = 0.2x + 0.8y x = y. 











Modéliser une situation de probabilité 
conditionnelle par un arbre 
de probabilités 


ENONCES 


On jette une piéce de monnaie 
* Si on obtient pile, on tire une boule dans l'urne P contenant 1 boule blanche et 2 boules noires. 


= Si on obtient face, on tire une boule dans l'urne F contenant 3 boules blanches et 2 boules noires. 
Construire l'arbre pondéré de cette expérience aléatoire. 
Quelle est la probabilité d'obtenir une boule noire sachant qu'on a obtenu pile 
Quelle est la probabilité d'obtenir une boule noire 
Sachant qu'on a tiré une boule noire , quelle est la probabilité que l'on a obtenu pile 


SAVOIR 


= Lorsqu'on est en présence d'une situation de conditionnement, il est conseillé d'établir un arbre de probabilité 


= Formule des probabilités totales 


Soient A, А,,..., А, une partition de l'univers О constituée d'événements de probabilités 
non nulles et B un événement quelconque contenu dans О. 
Alors: p(B) = p(B A A,) + p(B A A) +... + p(B A A) 
Ou p(B) = p,(B)x p( 4)* p, (B)x р(А,)+......+ p, (B)x p(A,)- 


CA E ЫІ таъ w r= 
A À 
rt TE X o 


(D) Notons P l'événement « obtenir pile » et F : « obtenir face » 
N l'événement : « tirer une boule noire » et B : « tirer une boule blanche » 


+ 
Q) PAP) = + 


(ЭУ P(N) = pe) x p(NIP) + pE) x p(NIF) 
Boop 28 





Calculer la probabilité d'une 
intersection des événements 





ENONCES 


Une urne contient 5 boules blanches et 4 boules rouges indiscernables au toucher. On effectue 3 tirages 
successifs d'une boule en respectant la règle suivante : si la boule tirée est rouge, on la remet dans l'urne; si 


elle est blanche, on ne la remet pas. 
Si k est un entier compris entre 1 et 3, on note E, l'événement "seule la k “> boule tirée est blanche". 


(1) Montrer que la probabilité de l'événement E, est р(Е,)- 2 


Calculer les probabilités des événements E, et Е,. 
En déduire la probabilité qu'on ait tiré une seule boule blanche à l'issue des 3 tirages. 


SAVOIR 


= des А 
Si A, В et C sont trois événements tels que р(А) = 0 et p(A ^^ В) = 0 


alors P(A BNC) = p(A) x p(BIA) x р(С|Ас\В) 





ЖЕ 

EN 

+ 
La a те P. dg 


r> ы 


(12 E, : « seule la première boule tirée est blanche » 


AP, PNE 


5 

(В, R, R) => p( E, ) = p(B) x p(RB) x p(RB^R) = =x—x 
p nd қ 9 8 8 35 
€) E, : «seule la deuxième boule tirée est blanche > 
(R, B, R) = P( E, ) = рк) x р(ВВ) x p(RBCR) = Í x > x Í = 10 
9 9 8 8] 
E, : «seule la troisième boule tirée est blanche > 
(R, R, В) = p( E; ) = p(R) x p(RIR) x p(BIRAOR) = À x 3, 2 „50 
9 9 9 729 | 
E : “une seule boule blanche tirée à l'issue des trios tirages" => Е = E U E U E, (réunion disjointe) 

1085 








=> p(E) = p( E) + P( E,) + p( E; ) = 2916 





P SS 


Déterminer la loi de probabilité d'une 
Variable aléatoire et calculer 
ses paramètres 








ENONCES 


Une urne contient 3 boules rouges et 4 boules blanches indiscernables au toucher. On extrait 
simultanément 2 boules. 
On percoit un dinar pour chaque boule rouge tirée. Désignons par X la somme gagnée à l'issue d'un tirage 
de 2 boules. 

Déterminer la loi de probabilité de X 

Calculer son espérance mathématique, sa variance et son écart type. 


SAVOIR 


æ Il est commode de présenter la loi de probabilité de X sous forme d'un tableau : 


-a | on [Ex 
j === 


n 
= L'espérance de X est : E(X) = Y (p. x). 
i=] 
n n 
7  [avarincedeXest: VX) = Ур, (x, - EOF = È px — E(X)2. 
i=] і= 1 
= L'écart type de X est:c (X)= JVCX) 











6 ^ 1 : F ^ I 2 = 2 5 
Qs00-- ; V(X)=Zx0+Zx1+Zx4-| é) „8.26 38 20 ue ; œ Q0 2 VOD = 28 


7) 7149 








Reconnaître une loi binomiale 
et calculer ses paramètres 





ENONCES 


Un sac contient dix boules indiscernables au toucher : six boules blanches et quatre boules noires. 
Une épreuve consiste à tirer simultanément et au hasard trois boules du sac. Calculer la probabilité de 
ènement suivant : S : « Tirer trois boules blanches » 
On répète l'épreuve précédente trois fois de suite en remettant à chaque fois les boules tirées dans l'urne. 
t X l'aléa numérique qui prend pour valeurs le nombre de fois où l'événement S est réalisé. 
a) Déterminer la loi de probabilité de X. 
b) Calculer son espérance mathématique et son écart type. 
с) Calculer la probabilité de l'événement : < (1 € X < 3)» 


SAVOIR 


On appelle schéma de Bernoulli, une suite d'épreuves identiques qui vérifient les conditions suivantes : 
Chaque épreuve donne lieu à deux issues : « S » : succès et « E » : échec. 
Les épreuves sont indépendantes les unes des autres. 
La probabilité de S (respectivement de Ғ) est la même pour chaque épreuve. 
Soit X l'aléa numérique qui à chaque série d'épreuves associe le nombre de succès obtenus. 


Si l'épreuve est répétée n fois alors X (О) = 10, po 2n 


et on a pour tout k € Í0,1,....... n], p(X =k) 2 С, x[p(s)] sl steif" 

— on dit que X suit une loi binomiale de paramètres n et p = p (S) ou aussi une loi de Bernoulli qu'on 
note B (n. p). 

Théorème : 

Soit X un aléa numérique qui suit une loi binomiale de paramètres n et p. 

Alors E (X) = пхр,.У(Ху-пр(1-р)-пхрхд où q =1- p. o (X) = 4npq 





Ü v v vD 






p, ve ja "a RE re x Ұз SIM 


SOLUTIONS 
€) 1-4 E 


(9 M. trois E de suite d'une méme épreuve dans les mémes conditions 


=> X suit une loi binomiale de paramètres n = 3 et p = DIS) = 1 





a) х(О)= {0,1,2,3} et pour tout k € {0,1,2,3}, p(X = k)= С, x 


| Кейн РҮ. 


«ы 
6 | 16 | 


^ 


Beck, 
SI 


b) E(X) = et ó (X) = -|2  gPüsxXx«3-pXe1-pX 


е 


Um 
6 





En 






Calculer la probabilité uniforme 
sur un intervalle 






ENONCES 


Le bus passe toutes les quinze minutes à un arrét précis. Un usager se présente à cet arrét entre 7 heures et 7 
heures 30. La variable aléatoire sera l'heure exacte de son arrivée à cet arrét, uniformément répartie sur 
l'intervalle [0 - 30]. 

Quelle est la probabilité que l'usager attende moins de 5 minutes le prochain bus ? 
Quelle est la probabilité qu'il attende plus de dix minutes ? 
















SAVOIR 








= Soit un intervalle [a,b]. La fonction / définie sur [a.5] par f(x) -— est appelée densité de 
la probabilité uniforme sur [a,b]. 

= On appelle probabilité uniforme sur [a.b | l'application qui à tout intervalle [c.d] inclus dans [a,b] 
associe le réel p([c.d]) = [ f(x)dx. 

= On dit qu'une variable aléatoire X à valeurs dans |a. ^ | suit la loi de probabilité uniforme p 


si: p(c < X < d)= [rc = 












e WR aa 
e 27 


La variable aléatoire est le temps uniformément réparti sur 30 minutes donc f(x) = 1/30. 
(1) L'attente n'est inférieure à cinq minutes que s'il arrive entre 7 h 10 et 7 h 15 ou entre 7 h 25 et 7 h 30. 
1 


On a donc p(10 < X < 15) = p(25 < X < 30) = [dar = 6? 






soit la probabilité cherchée égale à 2.7 = | 


, 4 1 
(De méme ona p(0 < X <5)+ p(15 < X < 20) == 












Calculer la probabilité d'une variable 
aléatoire qui suit une loi exponentielle 








ENONCES 


On suppose que la durée d'une conversation téléphonique, mesurée en minutes, est la variable exponentielle 
de paramètre c. Vous arrivez à une cabine téléphonique et juste à ce moment précis, une personne passe 


devant vous. 
Quelle est la probabilité que vous attendiez plus de dix minutes ? 
Quelle est la probabilité que vous attendiez entre dix et vingt minutes ? 








7 Soit 2 un réel strictement positif. La fonction f définie sur |0,--<| par /(/)- ¿ e ^ est appelée 


densité de loi exponentielle. 
= On appelle loi de probabilité exponentielle de paramètre À , l'application p qui : 


° à tout intervalle[ c , | inclus dans[0, +c] associe le réel p([c.d]) = [4e ax 













° à tout intervalle| c, +| inclus dans[O , +o] associe le réel Р([с.+=[)= lim E Ae "dr = e^ 






< 
l 


em - x 10 
(D L'attente est supérieure à dix minutes, ona p( X >10)=e 10 =ë ` = 0,37. 






^0 x 


0 Sp 325, 
De même on a p(10 < X < 20) = p(10 < X < 20) = [ =e Ode =е -e° = 0,23. 
0 






Utiliser la Calculatrice ( Casio fx 570 ES 
OU fx 570 ES plus ou fx 991 ES plus) 


Le mode COMP өс) 


COMP comme « computer » (calculateur) est le mode dans lequel il faut mettre la calculatrice pour 
réaliser des calculs scientifiques. Il s'obtient en pressant successivement la touche ә et la touche 


0 ce mode, rien n'est inscrit en haut de l'affichage hormis l'indication de l'unité d'angle. 
Dans la suite des explications, si rien n'est précisé, les calculs s'effectueront en mode COMP. 


Exemple 


C$, 5120 Oor == 


s Bieles "e 





— HT 








(109) 








Exploiter le point moyen 







ENONCES 


Dans la série statistique ci-contre, deux valeurs ont été effacées 


га [e| ТАПА 9 | 
|» | 15 [121] 163] |12 


On connait, par contre, le point moyen G par ses coordonnées : x, =7,5et y; 712,6. 
Pouvez-vous retrouver les valeurs manquantes ? 









SAVOIR 


Soit une série statistique à deux variables, X et Y, dont les valeurs sont des couples (x;; y.) 
_ X FX +>" +X, 
=S = 
it), H+ Y, 
n 












On appelle point moven de la série le point G de coordonnées 


Ус 


4 S 7 5-82+7,4+x, +6,1+9 











5 
ce 
_ 1 t Yi heh tht +V. + Ke 12.  353321+163+ y, +12 
5 






30,7+ x, tad х, 26,8 
55,44 y, = 63 y, =7,6 





Ajuster une série statistique par 
la méthode de Mayer 


ENONCES 


Une entreprise consacre une certaine somme à des opérations publicitaires au début de chaque mois. Le 


tableau suivant met en évidence la relation entre les ventes réalisées et les frais de publicité engagés au début 
de chaque mois. 


Frais de Pub (en millier de dinars) 


Pu Peg kus 


{е un repère, représenter le nuage de points associé à cette série. 
Déterminez les coordonnées de G, point moyen de nuage. Placez le point G. 
Calculer les coordonnées des points moyens 


*Pour le groupe des 3 premiers points : Point moyen G, . 
*Pour le groupe des 4 derniers points : Point moyen G, . 
3°))Déterminer l'équation de la droite (G,G,).Tracer (G, G, ). 


(4^))Estimer quel montant des ventes on peut prévoir avec des frais de publicité de 200 000 dinars 
(Par le calcul, puis vérifier grapbiquement) 


SAVOIR 


Dans le plan rapporté à un repère orthogonal, on appelle nuage de points associé à une série 
statistique à deux variables, l'ensemble des points M, (x,; y.) ; М.(х.;у,); M, (x,; y,) 
BLe principe d'ajustement affine suivant la méthode de Mayer consiste à partager le nuage de points en 
deux sous-nuages et de calculer pour chacun le point moyen G; et С,. 

Рта droite d'ajustement est alors la droite ( G, G, )dont on peut donner une équation. 

P' La droite de Mayer passe par le point moyen. 


— Is xs... -- 
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b) Les coordonnées de G sont : 
40--90--100--60--130--160--20 
7 
_— 1400--2000- 2500+2000+2900+3000-+1000 


À Е — —  .=2114,286 
7 


X. = x= = 85,714 


Les coordonnées de G, et G, sont : 


40+90+100 230 60+130+160+20 
G, ` S, Z uwa ier cas Xç, EC са GE 2925 


t 
1400+2000+2500 5900 2000 + 2900 + 3000 -- 1000 
Il An]]n.— 387 (R T 4. АН -2225 


GP) L'équation de la droite (6,6.) est de la forme y = ax + b avec a E9595 16316 
: Ze 2-76, 


D'où оп tire b= y—ax «715,773 . L'équation de (G,G:) est donc: y = 16,316х--715,773. 
4) x-200; у-16,316х200--715,773--3978,973. 
Le montant des ventes avec des frais de pub de 200 000 dinars est 3978973 dinars 









Ajuster une série statistique 
par la méthode 
des moindres carrés 











ENONCES 1 


Le tableau ci-contre donne une estimation du montant des achats en ligne des ménages tunisiens, en 
millions de dinars, de 2005 à 2011. 


[Année =. |2005) 2006 | 2007 | 2008 | 2009 | 2010 | 2011 | 
Ragar | 0 | 1 | 2 | 3 | 4 | 5 | 6. 
Montant en millionsdinars у, | 90 | 260 | 820 | 1650 | 2300 | 4000 | 5300 | 


(1%) Dans un repère, représenter le nuage de points associé à cette série. Un ajustement semble-t-il justifie ? 
2 )) Calculer les coordonnées du point moyen. 

9 )) Déterminer une équation de Іа droite d'ajustement (D) de y en x par la méthode des moindres carrés, 
en présentant les calculs dans un tableau. 

(49) Tracer cette droite dans le graphique précèdent. 

© J) En supposant que ce modèle reste plausible, estimer le montant des achats en ligne des ménages 
tunisiens en 2012. - 























SAVOIR 


————===— шрын ины ЕШ aa ae EN 
> Lors d'un ajustement affine de y en x par la méthode des moindres carrés, la droite (D) qui représente dans un 
repère la fonction f : X — ax +b a pour coefficient directeur : 


Y (x, -X)(y, - y) 


a= іші 















et passe par le point moyen G(x; y). 





n 





P> La droite (D) est appelée la droite d'ajustement de y en x par Іа méthode des moindres carrés. 






On l'appelle parfois droite de régression de y en x. Une équation de (D) est: у-а(х-х)-у. 





(ле nuage de point est allongé, un 
ajustement affine est alors justifié. 





&) — gu Wa ыы a —2060. 


7 
Le point moyen a pour coordonnées G(3; 2060) . 


x| x [xx | оя ar |e- 
LO | "99 wes pl 9 | -1970 | 590  — 
11 260 | -2 | 4 | -1800 | X $3600 — 
2 | 820 | —1 |. 1 | -1240 | ` 1240 ` 
L3 | 16507 | 0: | -410 | 0 
L4 | 230 | "T "sc. | 240 | 
L5 | 4000 | 2 dd дед. | .— 3000 _ | 
L6 | 5300 | 3 | 3 4:50 ]. 9720 _ | 
We ei L. 24590 — 


8° Équation de la droite d'ajustement de y en X par la méthode des moindre carrés : 
24590 
La droite (D) d'ajustement de y en x passe par G(3;2060) et a pour coefficient directeur a — 28 
c'est-à-dire a = 878,21. 
Une équation de (D) est donc: y -878,21х(х-3)--2060 y 2878,21x – 574,63 


(4*))La droite (D) passe par le point moyen G et le point А(5;3816,42). 
(5^)) L'année 2012 correspond au rang 7. 
y 2878,21x7 —574,63 c'est-à-dire y =5572,84. 


On peut estimer qu'en 2012 le montant des achats en ligne des ménages tunisien s'élévera à 5572,84 
millions de dinars. 


ENONCES 2 


Dans une grande surface, le prix de vente promotionnel d'un produit (en DT) est affiché en fonction de 
son poids (en g) dans le tableau suivant : 


Prix du produit (en D.T) :X | 0,650 | 0,900 | 1,100 | 1,300 | 1,500 | 2,600 | 
Poids du produit (en g):Y | 100 | 150 | 200 | 250 | 300 | 500 | 


(1%) Construire le nuage de points de cette série statistique. 

(22) Calculer Cov(X ;Y), oX) et o(Y). 

(3 )) Calculer le coefficient de corrélation linéaire r de la série (X, Y). Un ajustement affine est-il justifié ? 
4 D Donner les équations des droites de régression relativement à un repère orthogonal du plan. 

(5°) Quel prix peut-on prévoir pour un produit de poids 1 kg ? 












P On appelle covariance d'une série double, le réel noté Cov(X, Y) défini par: 










n AZE. e 
Соу(Х TESH У,-Х.Ү où Xet Ysont les moyennes arithmétiques respectives des 
n; 


i=1 


distributions (x;), _._ et (у,) deX etY. 


1<i<n 






Remarque 
On a:Cov(X,Y)- ХҮ- Х.У ; ой XY désigne la moyenne arithmétique de la distribution 
(X,y,),.,., du caractère statistique produit XY . 







cov(x, 
b» On appelle coefficient de corrélation linéaire entre les variables; егу le rapport r = cov(x, y) 


б,с, 






D» Il a le méme signe que les coefficients directeursa ега” des droites de régression. 

P» Son carré est le produit de ces coefficients :r° =a xa" . 

P Le coefficient de corrélation linéaire r vérifie -1 <r < 1 . 

P Les points IX ` y.) sont alignés si et seulement si r = 1 ou r =-1. 

> Lorsque le coefficient de corrélation linéaire r du couple (X, Y) est proche, en valeur absolue, de 1 








(5 < | r | <1), le nuage de points de la série considérée а une forme allongée et il est possible 





d'approcher la liaison entreX etY par deux relations affines représentées graphiquement par deux droites 

D, et D, passant par le point moyen G(X,Y) du nuage. La droite D, : appelée droite de régressionde 

cov(X, Y) 
V(X) 

La droite D, : appeléedroite de régression de Xen Y et ayant pour équation : 

cov(X, Y) 

V(Y) 






Yen X et ayant pour équation : y = ax + b avec а= et b-Y-aX : 







Х-а у-Бахес a'= et b'=X-a'Y. 






(Z) cov(X, Y) 2 0,997 :6(X)-0,624:o(Y) 129,099 


e» г=0,997. г = 10,997 > = doncil y a une forte corrélation linéaire entre X et Y. 


Droite de régression de Y en X :y = 206,512x — 27,139. 
Droite de régression de X en Y :x = 0,005у + 0,092. 
1k=1000g.y=1000 ; х-0,005х1000--0,092-5,095. 


Le prix pour un produit de poids 1 kg est 5,095 DT. 


ENONCES 3 


Le tableau suivant est à double entrée : X, = la note en Math. ; Y,= la note en phyique. 
Il représente les résultats d'un concours proposé à un groupe de 20 élèves. 


ва 
Г 1 
hy | 
n Б 
L2 16 | 


Colonnes 
(1)) a) Remplir les cases vides. 
b) Déterminer n», et n,. . 





X=10;5 
° ;donc G(10,5;10,25). 


y=10,25 
Ze V(X)=4,05 ;V(Y)=6,287;Cov(X,Y)= 4,475. 


6°) r-0,887. [r| = lo, 887| > £ donc il y a une forte corrélation linéaire entre X et Y. 


€) Droite de régression de Y enX : e 1,105x — 1,353. 
Droite de régression de X en Y : x = 0,712y + 3,202. 
(P) y 217 ; x 20,712x17 € 3,202 «15,30 





Ajuster une série statistique 
par une fonction |ogarithmique 


ENONCES 


L'entreprise K-gaz fabrique et commercialise égualement un produit chimique. Pour des raisons 
partiques, sa prodution mensuelle ne peut pas eccéder 10 tonnes. 
L'entreprise K-Gaz a relevé le coüt total de production mensuel (en milliers de dinars), noté y, 
en — dela PECH x шы ыы: tonnes). 
qe Wee asume. 10 | 
а а l3ed ш-на 
a) Le nuage ne semblant pas totalement se preter à un ajustement affine on décide de pcser : z = e^? 
Completer le tableau en arronissant les valeurs de z au centiéme. 
d WE: TC z” ool Ee 
b) À l'aide de la calculatrice, déterminer une équation de la droite de regression de z en x par la méthode 
des moindres carrés (on arrondira les coefficients à la premiëre décimale). 
c) Expliquer pourquoi cet ajustement semble justifié. 
a) Utiliser le resultat de la question 1°) b) pour obtenir une expresion de y en fonction de x. 
n utiliser cette équation, estimer le coüt total correspondant à une production de 7 tonnes. 


раа 
SAVOIR 


VxeR et Vye]0,+x[ ona: 


p In[exp(x)] = x et exp[In(y)] = y. 
P x=lny = у=ехрх. 


SOLUTIONS 


192) 
— |À | 2 | 4 |t [| t |u 
_ z | 2579 | 4699 | 8649 | 12647 | 165,67 | 206,44 
b) z=19,6x +7,6 

a) z = e" >0,1у-іп2<>у ge D - 196x +76. 


b)x 27, y 2196x7 - 76-1448 





Ajuster une série statistique par une 
fonction exponentielle 


ENONCES 


Le tableau suivant indique l'évolution de la consommation d'énergie électrique dans un pays au cours de 8 
années successives : 
[X: année 2, М ЕЕ s me, 718. 
Y:consommation(enTwh) | 20 | 40 | 55 | 95 | 120 | 160 | 190, 
(1°)уа) Représenter le nuage de points de la série double (X, Y) dans un repère orthogonal du plan. 
b) Calculer le coefficient г, de corrélation linéaire du couple (X, Y). 
c) Déterminer par la méthode des moindres carrés une équation de la droite D de régression de Y en X et 
construire D. 
€» On suppose que la relation entre X et Y est du type exponentiel : Y — Ке eton pose V = In(Y) 
а) Représenter le nuage de points de la série double (X, V) dans un repére orthogonal du plan. 
b) Calculer le coefficient r, de corrélation linéaire du couple (X, V). 
c) En déduire qu'il y'a une forte corrélation linéaire entre V et X puis construire la droite À de régression 
de V en X. 
d) En écrivant V =a.X+boù b = In(k), trouver alors les réels a et b. 


double (X, Y) ; voir figure ci-contre : 


b) Опа: 
X=4,5 ; Y=73; o(X)=2,29 ;0(Ү)= 46,64 ; 
cov(X,Y) . 


cov(X,Y)- 50,5; r, =r(X,Y) = o(X).o(Y) 


, 


c) Une équation de la droite D de régression de X 
enYest: у-9,62.х--29,71. 


@ а V zIn(Y) ; Опа: 


LX [cg pru 2 41 S 6€] 7 19. 
| v [2.995 | 3.688 | 4.007 | 4.317 | 4.553 | 4.787 | 5.075 | 5.247 | 





b) Ona: X=4,5 ; У = 4,33; 6(X) 22,29 ;0(V) 20,7. ; 
cov(X,V) -0,98 ; 
с(Х).о(У) 
On a r, 2 r(X,V)— 0,98 est voisin de 1 donc il y a forte corrélation linéaire entre v et x et un 
ajustement affine est alors, justifié. 

с) Voir graphique au-dessus. 

d) Une équation de la droite A de régression de X en Vest: v 20,3.x +2,98. 


Ainsi, а = 0,3 et = 2,98 ce qui donne : Y = e^? ei = е?2Х*298, 


cov(X,V) 21,579; r, =r(X,V)= 









Ajuster une série statistique par 
une fonction polynôme 


ENONCES 


Une enquéte menée pour le compte d'une entreprise a permis d'établir le nombre d'acheteurs d'un 
produit А selon le montant de son prix de vente. Les résultats de l'enquéte sont résumés dans le tableau 
ci-dessous dans lequel : 

°x, désigne le prix de vente unitaire (en dinars) du produit A 

• у, le nombre d'acheteurs en milliers. 








(*))Représenter le nuage de points associé à la série ( X у;) dans un гереге orthogonal (0: iij) du 
plan (unités graphiques : 4 cm pour 1 euro en abscisse et 2 cm pour 1 000 acheteurs en ordonnée). 
€°))On recherche un ajustement affine de la série ( z: DA ; 


a)Donner l'équation de la droite d'ajustement de y enx obtenue par la méthode des moindres carrés. 
Les calculs seront faits à la calculatrice et les valeurs cherchées seront arrondies au centième : on ne 
demande aucune justification. 


b)Tracer cette droite dans le méme repère que précédemment. 

c)Utiliser cet ajustement pour estimer le nombre d'acheteurs potentiels pour un produit vendu 2,50 
dinars. 
La forme du nuage permet d'envisager un ajustement à l'aide d'une parabole. On pose 
z, -(0,75х,-3,16) 


а) Donner une équation de la droite d'ajustement affine de y enz par la méthode des moindres carrés 
(les coefficients seront arrondis à 10 ^ prés). 

b) Vérifier que la nouvelle estimation de y en fonction de x est donnée par 
y =0,313x* - 2,64x + 6,062 (les coefficients sont arrondis à 107 près). 


c) En utilisant cet ajustement, donner une nouvelle estimation du nombre d'acheteurs potentiels pour 
un produit vendu 2,50 dinars. 


——NNrITs“  - 


SOLUTIONS E 





а) Une équation de la droite d'ajustement de y enx obtenue par la méthode des moindres carrés 
est : (coefficients arrondis au centième) y = — 1,06х + 4,45. 
b) 


4000 


3000 


1000 





о 1 2 2,5 3 4 x 
C) Si le prix de vente est de 2,50 dinars alors, une estimation du nombre d'acheteurs, exprimé en 
milliers est: y = —1,06 X2,5 + 4,45 = 1,8 

Pour un produit vendu 2,50 dinars, le nombre d'acheteurs potentiels est de 1800. 


z, =(0,75x, -3,16) | 5,8081 4141225 2,7556 | 0,8281 ІІ 
a || 2 | 2 | 1 [os 


а) Une équation de la droite d'ajustement de y enz obtenue par la méthode des moindres carrés 

est: y = 0,557z + 0,500 (coefficients arrondis à 10- 3 près). 

b) y = 0,5572+0,500 et z = (0,75x--3,16)2 alors y =0,557 (0,75х—3,16) + 0,5 

équivalent à y =0,557(0,5625х2 —4,74x+9,9856) +0,5 soit у = 0,313313x? —2,64018x + 6,0619792 

La parabole qui ajuste le nuage de points a donc bien pour équation : y = 0,313x? —2,64x+ 6,062. 

c) Le prix de vente est de 2,50 dinars alors, une nouvelle estimation du nombre d'acheteurs, exprimé en milliers 
est: y = 0,313X 2,52 —2,64 X2,5 + 6,062 =1,41825 

Pour un produit vendu 2,50 dinars, le nombre d'acheteurs potentiels est de 1418. 







Nombre d'acheteurs en milliers 





Ajustement affine - Ajustement 
exponentiel - Calcul d'une valeur 


oyenne 
ENONCES sia 


Le tableau suivant donne la population d'une ville nouvelle entre les années 1970 et 2000. 


Année | 1970 | 1975 | 1980 | 1985 | 1990 | 1995 | 2000 

Bang de l'année x +” ; — — LS | 10 | 15 | 20 | 25 | 30. 

Populationen milliersd'habitans y | 18 | 21 | 25 | 30 | 36 | 42 | 50 | 
Le nuage de points associé à ce tableau est représenté sur le graphique ci-dessous : le rang x de l'année est 
en abscisse et la population y en ordonnée. 


5 
55 
x 
45 
5 
35 
30 
25 
ю 
15 
19 
5 
0 


PARTIE A : AJUSTEMENT AFFINE 
e À l'aide de la calculatrice, déterminer une équation de la droite d'ajustement affine de y enx par la 
méthode des moindres carrés (les coefficients seront arrondis au centième). Tracer cette droite sur le 
hique donné. 
éduire de cet ajustement une estimation de la population en 2003, à un millier prés. 


PARTIE B : UN AJUSTEMENT EXPONENTIEL 
(1) Y'allure du nuage incite à chercher un ajustement par une fonction f définie sur [0;+0] par 


f(x) 2 ae" où a et b sont des réels. 
Déterminer а et b tels que f(0)=18et f(30)=50. On donnera une valeur arrondie de b au 
millième. 
éduire de cet ajustement une estimation de la population en 2003, à un millier près. 
Tracer la courbe représentative de f sur le graphique donné. 
La population en 2003 était de 55 milliers. Lequel des deux ajustements vous semble le plus 
pertinent ? Justifier votre choix. 
PARTIE C : CALCUL D'UNE VALEUR MOYENNE 
On considére maintenant que, pour une année, la population est donnée en fonction du rang x par 
f(x) cm 1862903% | 
0] alculer la valeur moyenne de la fonction f sur [0 ; 30] ; on donnera le résultat arrondi au dixième. 
27) )À l'aide d'une lecture graphique, déterminer l'année au cours de laquelle la population a atteint cette 
aleur moyenne ? 









SAVOIR 








Soit Í un intervalle, f une fonction continue sur | et a, b deux réels appartenant à Ï tels que a « b. 






On appelle valeur moyenne de la fonction f sur [a : b]. le nombre : f = — [ f(x)dx 
-a 








—— tue. С Ч —— MÀ bebe à — — 


*"»uwvwvtuvyuw5,58 yu 








Le rang de l'année 2003 est x = 33. 

ne estimation de la population en 2003 obtenue à partir de l'ajustement affine est : 
y =1,06x33+15,75 2 50,73 En 2003, la population est estimée à 51 milliers d'habitants. 
PARTIE B : UN AJUSTEMENT EXPONENTIEL 













ADO) =18 alors а et b sont solutions de l'équation ae"? 218 = a =18 
R (30) -50, alors a et b sont solutions de l'équation ае??? = 50. 

а=18 

ае? =50 


= äs quie 4-18 


< c < 
30b = 50 18e??? -50 ез» -2 Inte"? = In) 







Ainsi a et b sont solutions du système d'équation | 







e нә D — 
30b -In25 — In9 p=- 1n25 In? 21п5 2in3 _1п5 In3 
30 30 15 
Par conséquent, la valeur arrondie de b au millième, obtenue à la calculatrice est 0,034. 


Ainsi f est la fonction définie sur [0;+ | раг: f(x) 2 18e^***. 
(En 2003 une estimation à l'aide de cet ajustement est /(33) = 18643 + 55,2778. 


Pag a=18 







А 
poem la plus proche de la population réelle est celle obtenue avec un ajustement exponentiel. 
C : CALCUL D'UNE VALEUR MOYENNE 
18 
T d Se 034х dx = eiis dx. 
D - a 1 St: 


0,034x 

han ч gx e бак» С а. 
0,034x 139 003630 00340 3[e!9?—1 

D'oü H panase | nr 


510,034], 5| 0,034 0,17 


1,02 
Avec la calculatrice on trouve < D x 31,2917 . 


Ainsi l'arrondi au dixième de la valeur moyenne de la fonction f sur [0:30] est 31,3. 


25 x м x 


La droite d'équation y = 31,3 coupe la courbe С, en un point dont l'abscisse est comprise entre 16 et 17. 
C'est donc au cours de la dix-septième année à partir de 1970 que la population atteint 31,3 milliers 
d'habitants. 

La population a atteint 31,3 milliers d'habitants au cours de l'année 1987. 


Remarque: On peut valider par le calcul le résultat obtenu graphiquement. 
Soit le rang de l'année au cours de laquelle la population atteindra 31,3 milliers d'habitants. 
n est le plus petit entier solution de l'inéquation 


18e 0, ғыз 17 3 c е? ар DE Um 


= In( езен 313) 
18 
<> 0,034л>1п(31,3)-Іп(18) 


In(31,3)-In(1 
дез POS) 6272. 





Utiliser la Calculatrice ( Casio £x 570 ES 
OU fx 570 ES plus ou fx 991 ES plus) 


Tous les calculs mentionnés ici s'effectuent dans le mode STAT © (3) 
X) Df os de calculs statistique 


Fouche Elément du menu Calcul statistique 


x) Utilisation du menu STAT 


Lorsque l'écran de l'éditeur STAT ou l'écran de calcul STAT est affiché, appuyez sur eU. afficher 
le menu STAT. 

Le contenu du menu STAT est différent selon qu'une variable ou deux variables sont utilisées pour le calcul 
statistique actuellement sélectionné. 


Statistiques à une variable Statistiques à deux variables 
ple 1 : On considère Іа série statistiqueà une variable : 


О On passe en mode statistique í 


ClAfficher la colonne des effectifs © í p Өст.. EU 
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æ Оп trouve la variance : V = 





zh Exemple 2: On considère la série statistique à deux variables : 





Q On passe en mode statistique 
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= QOntrouvelavariance deX:VX = 





Q Pour déterminer l'écart type Y 








= Ontrouvel'écartttype: Y = 
L Pour déterminer la variance de Y 

= Ontrouvela variance deY: VY = 
U Pour déterminer la covariance de (X ,Y) 

= Оп trouve la covariance :Cov(X ,Y) = 


CJ Pour déterminer le coefficient de corrélation linéaire r..: 


7 On trouve: r, = e 


Q Droite de moindre carrés de Y еп Xou droite de régression deY en X. (Ү= BX-- A) 


7 On trouve: В = ода 
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d'où Y = 5Х--90 
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Q Afficher la colonne des effectifs ee 0. 


О Introduction des données 


| m DT 
bios St: A 
A» rA. 3 

4: 


| mro LS 


ï Ai p? 
4 


F 


Сз 
" CS Mee e 
ы „ы 


















DELLE Ze o O e o O e o 
00600600 


@ 909999000 
`° ЕЁ 
© G O 020 Oe 
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мия: — MEER 
+ On trouve la valeur moyenne : Y = 2.9 "70000 


QPour déterminer l'écart type X 
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= Ontrouvelavariance de X: VX м ee 


QPour déterminer l'écart type Y 
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= Оп trouve la covariance :Cov(X,Y) ж @ UTC OC] 
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QPour déterminer le coefficient de corrélation linéaire ry: ООО 
= Оп trouve: г, = ОО 
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